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Uvod

Glavni namen monografije je predstaviti nekaj novejsih rezultatov
na podrocju superalgeber in gradiranih algeber. Vsebina zajema
obravnavo teorije razsirjenega centroida asociativnih superalgeber,
jordanskih preslikav na asociativnih superalgebrah in gradiranih
algebrah, predstavljeni so nekateri rezultati lokalnih superodvajanj
na superalgebrah in lokalnih e-odvajanj na gradiranih algebrah ter
2-lokalnih superodvajanj na superalgebri matrik M, (C). Monogra-
fija je razdeljena na pet osnovnih sklopov.

V prvem delu so predstavljeni nekateri osnovni pojmi in primeri iz
teorije algeber, jordanskih algeber, superalgeber, jordanskih supe-
ralgeber, gradiranih algeber in e-jordanskih algeber.

V drugem poglavju so obravnavane nekatere lastnosti razsirjenega
centroida asociativnih praalgeber, ki ga je leta 1969 vpeljal Mart-
indale. Koncept razsirjenega centroida se je v teoriji asociativnih
praalgeber izkazal za zelo koristnega. Zato se ob tem naravno po-
rodi vprasanje o znacilnostih razsirjenega centroida superalgeber,
kar bo vodilna nit drugega poglavja. IzkaZe se, da se dajo klju¢ne
lastnosti razsSirjenega centroida asociativne praalgebre posplositi
na asociativne pra-superalgebre. Na primer, osnovni rezultat, da je
razsirjeni centroid asociativne praalgebre polje, lahko dokaZemo za
superalgebre: asociativna polpra-superalgebra je pra-superalgebra
natanko tedaj, ko so vsi homogeni elementi razsirjenega centro-
ida obrnljivi. Predstavili bomo posplositev Posnerjevega izreka, ki
pravi, da kompozitum dveh nenic¢elnih odvajanj na praalgebri ni
odvajanje. Prav tako bomo posplosili izrek Bresarja, Martindalea
in Miersa o karakterizaciji biodvajanj na praalgebrah in Bresarjev
rezultat o aditivnih komutirajoc¢ih preslikavah na praalgebrah.

V tretjem poglavju se bomo osredotocili na jordanske preslikave
na superalgebrah in gradiranih algebrah. Ce vpeljemo v asocia-
tivno algebro A t.i. jordanski produkt a o b = ab + ba, postane



Uvod

AT = (A, +,0) jordanska algebra. Ze pred priblizno petdesetimi
leti je Herstein obravnaval vpraSanje, kaksna je zveza med ho-
momorfizmi (odvajanji) na asociativni algebri A in homomorfizmi
(odvajanji) na algebri AT. Pokazal je, da je vsak homomorfizem
o : BT — AT, kjer je B poljubna asociativna algebra, A pa aso-
ciativna praalgebra, homomorfizem ali antihomomorfizem, ki slika
iz algebre B v algebro A. Dejansko je ta izrek dokazal za kolobarje
s karakteristiko razlicno od 3. Kasneje je Smiley brez te predpo-
stavke podal enostavnejsi dokaz omenjenega rezultata. Herstein je
prav tako pokazal, da je vsako odvajanje D : AT — AT, kjer
je A asociativna praalgebra, odvajanje na A. Ob tem se naravno
poraja vpraSanje o moznih razsiritvah klasi¢énih Hersteinovih re-
zultatov na superalgebre ali splosnejse gradirane algebre. S homo-
morfizmi superalgeber so se ukvarjali Beidar, Bresar in Chebotar.
V ludi te tematike bomo v tretjem poglavju obravnavali jordanska
superodvajanja superalgeber ter predstavili rezultate o jordanskih
e-homomorfizmih in jordanskih e-odvajanjih gradiranih algeber.

Kadison, Larson in Sourour so v svojih ¢lankih raziskovali, pod ka-
terimi pogoji je lokalno odvajanje dejansko odvajanje. Nedavno je
Bresar v svojem delu obravnaval odvajanja na dolocenih kolobarjih,
ki vsebujejo necentralne idempotente. Kot posledico je predstavil
nekaj novih rezultatov o lokalnih odvajanjih. V luéi te raziskave
je namen Cetrtega poglavja predstaviti lokalna superodvajanja in
lokalna e-odvajanja.

Zadnje poglavje je namenjeno obravnavi 2-lokalnih superodvajanj.
Dokazan je izrek, da je vsako 2-lokalno superodvajanje na asocia-
tivni superalgebri M, (C) superodvajanje.



1 | Osnovni pojmi

Namen tega poglavja je predstaviti osnovne pojme in primere na
podrocju teorije nekomutativnih algeber, jordanskih algeber, supe-
ralgeber, jordanskih superalgeber, gradiranih algeber in e-jordan-
skih algeber.

Vsebina poglavja je razdeljena na tri osnovne sklope. Preden se
bomo podali na podrocje teorije superalgeber in teorije gradira-
nih algeber, bomo v prvem delu za osvezitev brez podrobnosti in
nekaterih dokazov podali nekatere osnovne definicije in nekatere
rezultate s podrocja teorije algeber.

1.1 Algebre

V nadaljevanju bomo pod besedo algebra razumeli, da gre za aso-
ciativno algebro nad komutativnim enotskim kolobarjem &, ki ne
vsebuje nujno enote in ni nujno komutativna. Na zacetku zapiSimo
nekaj osnovnih oznak, ki jih bomo uporabljali.

Naj bo A algebra. Elementu [x,y] = xy — yx pravimo komutator
elementov x,y € A, produkt xoy = zy+yx pa imenujemo jordanski
produkt elementov z,y € A. Center algebre A bomo oznacili s sim-
bolom Z(A), torej je Z(A) = {z € A| [z,y] =0 za vsak y € A}.
Ce sta 77 in T3 aditivni podgrupi algebre A, bomo s simbolom 7775
oznalili ®-podmodul algebre A generiran z elementi zy, z € 71,
y € Ta. Podobno, pod oznako [71,72] bomo imeli v mislih ®-
podmodul algebre A generiran z elementi [x,y], x € T1, y € Ta.
Analogno definiramo 77 o T2, [[T1, T2, T3] itd.

Algebra A je praalgebra, ¢e je produkt dveh njenih nenicelnih ide-
alov vselej neniceln. IzkaZze se, da je A praalgebra natanko tedaj,
ko iz aAb = 0, kjer sta a,b € A, sledi a = 0 ali b = 0. Algebra z
netrivialnim mnoZenjem, ki ne vsebuje pravih nenicelnih idealov je
enostavna algebra. Vsaka enostavna algebra je praalgebra.
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Ideal Z algebre A je nilpotenten, ¢e je Z™ = 0 za neki n € N.
Algebra A je polpraalgebra, ¢e ne vsebuje neniCelnih nilpotentnih
idealov. To je ekvivalentno temu, da iz a.Aa = 0, kjer je a € A, sledi
a = 0. Vsaka praalgebra je seveda tudi polpraalgebra. Obratno ni
nujno res. Namreé, ¢e je A nenicelna praalgebra, potem je A x A
polpraalgebra, ki pa ni praalgebra.

Ideal 7 algebre A je bistven ideal, e je presek z vsakim nenic¢elnim
idealom algebre A nenifeln. Ce je A praalgebra, je vsak njegov
nenicelni ideal bistven. Podobno je ideal Z x J bistven ideal algebre
A x A natanko tedaj, ko sta Z in J nenicelna ideala algebre A.

Naj bo T neprazna mnozica algebre A. Levi anihilator Ann;(T) in
desni anthilator Ann,(7T) mnozice T sta mnoZzici

Anny(T)={z € A | 2T =0} in Ann.(T)={zxe€ A| Tz =0}

V primeru, ko sta levi in desni anihilator 7 enaka, bomo pisali
Ann(T). Levi (desni) ideal Z algebre A je levi (desni) anihilator,
¢e obstaja taka podmnozica 7 C A, daje Z = Anny(T) (Ann,.(T)).
Neposredno iz definicije sledi, da je Ann;(T) levi ideal algebre A.
Ce je T levi ideal, je Anny(T) ideal algebre A. Podobne lastnosti
ima desni anihilator. Ce je T ideal polpraalgebre, je ekvivalentno:
(i) Anny(Z) =0, (ii) Ann,(Z) =0, (iii) Z je bistven ideal.

V nadaljevanju bomo zapisali definicijo Martindaleove algebre kvo-
cientov. Literatura, po kateri je obravnavana tematika povzeta [2],
je pisana v jeziku teorije kolobarjev. Kolobar lahko obravnavamo
kot algebro nad kolobarjem celih $tevil in v tem smislu na pojem
algebre gledamo kot na posploSitev pojma kolobarja. Zato bomo
vseskozi obravnavali le algebre.

Definicija 1.1. Naj bo A polpraalgebra. Algebra Q, = Q,(A) se
imenuje desna Martindaleova algebra kvocientov algebre A, ce za-
dosca pogojem

(i) A je podalgebra Q,;
(ii) za vsak q € Q, obstaja tak bistven ideal Z, da je ¢ C A;
(i1i) e je 0 # q € Qr, je ¢ # 0 za vsak bistveni ideal T algebre A;
(iv) ce je I bistven ideal algebre A in je f : To — A4 modulski
homomorfizem, potem obstaja tak q € Q., da je f(u) = qu za
vsak u € T.

10
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Analogno definiramo levo Martindaleovo algebro kvocientov Q) =
Qi(A). Ce je A polpraalgebra, potem algebra Q,(A) (Q;(A)) ob-
staja in je do izomorfizma natanc¢no enoli¢no dolocena. Algebri @,
in QQ; sta prav tako polpraalgebri.

Definicija 1.2. Naj bo A polpraalgebra. Algebra Qs = Qs(A) se

imenuge simetricna Martindaleova algebra kvocientov algebre A, ce
zadosca pogojem

(i) A je podalgebra Qs;

(ii) za vsak q € Qs obstaja tak bistven ideal T, da je ¢Z C A in
IqCA;

(iii) e je 0 # q € Qs, je ¢Z #0 in Zq # 0 za vsak bistveni ideal T
algebre A;

(iv) ce je T bistven ideal algebre A in sta f : Zp — Aa in g :
AL — A A taka modulska homomorfizma, da je uf(v) = g(u)v
za vsaka u,v € I, potem obstaja tak q € Qs, da je f(v) = qu
in g(u) = uq za vse u,v € I.

Ce je A polpraalgebra, potem algebra Q); obstaja in je do izo-
morfizma natanéno enoliéno dolodena. Se ved, algebri {q € Q.|
obstaja tak bistven ideal Z, da je }Zq C A} = {q € Q| obstaja
tak bistven ideal Z, da je }¢Z C A} sta simetri¢ni Martindaleovi
algebri kvocientov. Ce je A enostavna algebra z enoto, potem je
A=0Q=Qr=Qs.

Algebro Z(@Q,) imenujemo Martindaleov razsirjeni centroid algebre
A in jo ozna¢imo s simbolom C = C(A). Ce je A polpraalgebra, je
Z(Qs) = Z(Qr) = {q € Qr ‘ [q,.A] = O}'

Definicija 1.3. Centralno zaprtje algebre A je algebra

A= {Zal)\l | N €Ca; € ./4}
Algebra A je centralno zaprta, ce je enaka svojemu centralnemu
zapriju.

V nadaljevanju bomo govorili o algebrah z involucijo *. Tako naj
bo odslej A algebra nad komutativnim kolobarjem ® z enoto 1 in
elementom % To pomeni, da je element 1+ 1 obrnljiv.

Definicija 1.4. Naj bo A asociativna algebra. ®-modulski homo-
morfizem x : A — A je involucija, e je za vsaka a,b € A

11
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(1) (a*)" = a;
(i1) (ab)* = b*a*.

Mnozica simetricnih elementov algebre A je mnozica takih elemen-
tov a € A, da je a* = a. Oznafimo jo s simbolom & = S(A, x) =
{a € A | a* = a}. Mnozica poSevno simetriénih elementov alge-
bre A je mnoZica elementov a € A z lastnostjo a* = —a. Ozna-
¢imo jo s simbolom K = K(A,%) = {a € A | a* = —a}. Vidimo,
da je A = S @ K, saj lahko vsak element v € A zapiSemo kot
r=3x+a")+3(x—2"),2+2"€Sinz—a* K.

ZapiSimo nekaj primerov involucij:

(a) Naj bo A algebra kompleksnih §tevil. Potem je konjugiranje
na A involucija.

(b) Naj bo A algebra realnih kvaternionov. Standardna involucija
na A je podana s predpisom (a+bi+cj+dk)* = a—bi—cj—dk,
a,b,c,d € A.

(c) Naj bo F polje in A = M, (F) algebra n x n matrik nad F.
Standardna involucija na A je transponiranje.

(d) Naj bo F polje in A = My, (F'). Simplekti¢na involucija na A
je definirana s predpisom

*

A B

7A7B7C7D GMm(F)7
C D

DT _BT
- [_CT AT

pri ¢emer je T oznaka za obiajno transponiranje matrik.

(e) Naj bo C kolobar kompleksnih stevil in A = M, (C). Potem je
hermitiranje (t.j. transponiranje in konjugiranje) na A involu-
cija.

(f) Najbo B(H) algebra omejenih linearnih operatorjev na Hilber-
tovem prostoru. Obi¢ajna involucija na B(H) je adjungiranje
operatorjev na Hilbertovem prostoru.

(g) Naj bo A poljubna algebra in naj bo A = A @ AP (AP je
nasprotna algebra nad ®, ki je kot ®-modul enaka A, mnoZenje
pa je definirano s predpisom a - b = ba, a,b € A). Standardna
involucija na A je podana s predpisom (a,b)* = (b, a), (a,b) €
A.

12
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(h) Naj bo F poljein A = F(x,y) prosta algebra z enoto in dvema
nekomutativnima spremenljivkama x in y. Algebro A opre-
mimo s t.i. standardno involucijo z* = x, y* =y in A* = X za
vsak A € F. S tem pogojem je involucija * enoli¢no dolo¢ena

(npr. (Azy + pyey)* = Ayx + pyxy?).

Jordanske algebre

V tem razdelku bomo na kratko povzeli najosnovnejSe pojme v
zvezi z jordanskimi algebrami. Te algebre so neasociativne, kar po-
meni, da asociativnosti ne privzemamo (seveda pa to ne pomeni,
da jo nujno izklju¢ujemo). Pojme, kot so ideal, kvocientna algebra,
praalgebra, polpraalgebra, homomorfizem in podobno vpeljemo za
neasociativne algebre enako kot za asociativne.

Jordanske algebre so se pojavile predvsem v Casu, ko je teorija
asociativnih algeber v glavnem Ze dobila podobo, kot jo poznamo
danes. Pojem jordanskih algeber so vpeljali Jordan, von Neumann
in Wigner leta 1934. Adrian Albert je bil eden izmed prvih algebra-
ikov, ki je velik del svojega dela v letih med 1934 in 1960 posvetil
jordanskim algebram. Naslednji pomembnejsi jordanski algebraik
je bil Nathan Jacobson. Kasneje, po letu 1970 sta pomembna pred-
stavnika Kevin McCrimmon in Otmar Loos. Na tem podrocju je
veliko prispel tudi Efim Zelmanov.

Definicija 1.5. Neasociativna algebra (A, +,0) je jordanska alge-
bra, e za vsaka x,y € A velja:

(i) oy =youx;
(ii) (o) o (yor) = (zox)oy)or.

Namesto zox bomo pisali 2. Torej lahko drugo identiteto zapisemo
kot

2?0 (yox) = (2> oy)ouz.

V nadaljevanju bomo podali nekaj kljuénih primerov jordanskih
algeber.

Primer 1.6. Naj bo A asociativna algebra z obi¢ajnim produktom
zy, z,y € A. Potem je (A,+,0), kjer je produkt o definiran s
predpisom

1
woy=§($y+yw)

13
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za vsaka x,y € A, jordanska algebra. Ponavadi jo oznacujemo s
simbolom A™.

Primer 1.7. Mnozica vseh simetri¢nih elementov asociativne al-
gebre A z involucijo je jordanska algebra za produkt o. Gre torej
za podalgebro jordanske algebre A™.

Primer 1.8. Naj bo V vektorski prostor nad poljem F' in naj bo
(.,.) : V. xV — F simetri¢na bilinearna forma. Nadalje, naj bo
J = F @V direktna vsota vektorskih prostorov. V J vpeljimo
produkt definiran s predpisom

(O‘7$) : (Bay) = (Oéﬁ + <$7y>75$ + ay).

Potem je J jordanska algebra nad F'.

Primer 1.9. Adrian Albert je odkril, da lahko iz vsakega polja
konstruiramo jordansko algebro, ki ima vedno dimenzijo 27 in je
ni mogoce dobiti na nacine, opisane v prejsnjih primerih. Dokaz,
da je Albertova algebra res jordanska algebra, najdemo v [35] in
[58]. V ozadju konstrukcije te algebre stojijo oktonioni. Algebro
oktonionov bomo ozna¢ili s simbolom O(F'). To je 8-razsezni realni
neasociativni obseg. Podrobnosti najdemo npr. v [55].

Albertova algebra je mnozica vseh matrik oblike

Az y

Z |

8|
=

v

<
|

kjer so \, u,v € F in x,y, z € O(F'). MnoZenje je definirano s pred-
pisom aob = %(ab + ba), pri ¢emer ab oznacuje obi¢ajno mnozenje
matrik a in b.

Definicija 1.10. Jordanska algebra je specialna, ce je izomorfna
podalgebri algebre AT, kjer je A asociativna algebra.

V primerih 1.6, 1.7 in 1.8 so jordanske algebre specialne. Izkaze
pa se, da niso vse jordanske algebre specialne. Primer je Albertova
algebra, ki je tako imenovana izjemna jordanska algebra. Leta 1983
je Zelmanov |56] dokazal, da so, ob dolo¢enih predpostavkah, edini
primeri jordanskih algeber zgoraj opisani Stirje primeri.

14
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Definicija 1.11. Aditivna podgrupa B asociativne algebre A je jor-
danska podalgebra algebre A, ée je by oby € B za vse by, by € B. Ce
je J taka aditivna podgrupa jordanske podalgebre B, da je zob € J
za vsak x € J, b € B, potem pravimo, da je J jordanski ideal po-
dalgebre B.

Jordanski ideal asociativne algebre A je torej ideal jordanske al-
gebre A", Vsak dvostranski ideal asociativne algebre je jordanski
ideal te algebre. Ob tem se zastavlja vprasanje, pod katerimi po-
goji velja obratna zveza. Klasi¢ni problem, ki se obravnava ze vec
kot petdeset let, je opisati jordanske ideale s pomoéjo (obi¢ajnih)
idealov asociativne algebre. V monografiji ne bomo obravnavali to-
vrstne problematike. Vendar velja zapisati, da je temeljne rezultate
na tem podro¢ju prispeval Herstein [32]. V primeru, ko je A alge-
bra z involucijo, se je med drugim ukvarjal tudi s strukturo jordan-
ske algebre simetri¢nih elementov. Konkretno, obravnaval je ideale
jordanske algebre S(A). Eden izmed klasi¢nih Hersteinovih rezul-
tatov pravi, da je enostavna algebra enostavna tudi kot jordanska
algebra, kar pomeni, da ne vsebuje pravih nenicelnih jordanskih
idealov. Kasneje je bila Hersteinova teorija na razli¢ne nacine po-
splosena (na primer v |10, 13, 15, 10]). ZapiSimo Se , da je v ¢lanku
[9] predstavljen novi pristop k obravnavi jordanskih idealov asoci-
ativnih algeber in nove posplositve ter novi dokazi znanih izrekov.
Povzetki nekaterih rezultatov so predstavljeni tudi v [21].

Na koncu tega razdelka namenimo Se nekaj vrstic Liejevim struk-
turam v asociativnih algebrah. Naj bo A asociativna algebra. Ce
v algebro A vpeljemo novi produkt [z,y] = xy — yz, z,y € A, po-
stane A Liejeva algebra. Aditivna podgrupa L asociativne algebre
A je Liejev ideal, ¢e je [x,y] € L za vse x € L, y € A. Primer:
vsak dvostranski ideal algebre je Liejev ideal. V primeru, ko je
A algebra z involucijo, je mnoZica poSevno simetri¢nih elementov
K Liejeva algebra. Ve¢ podrobnosti najdemo na primer v ¢lankih

[ ? ? ) ) ]

1.2 Superalgebre

V novejsi literaturi je veliko pozornosti posveceno t.i. gradiranim al-
gebram in Se posebej superalgebram. V tem poglavju bomo najprej

15



1 | Osnovni pojmi

predstavili najosnovnejSe pojme in primere v zvezi z asociativnimi
superalgebrami.

Definicija 1.12. Superalgebra A nad komutativnim kolobarjem ®
je Za-gradirana (neasociativna) algebra. To pomeni, da obstajata
taka ®-podmodula Ay in Ay algebre A, da je

A=Ay ® Ay in Ag Ay C Ay,
Ao A1 C Ay, A1 A C Ay, AtA; C Ay
Pravimo, da je Ay sodi del, A1 pa lihi del superalgebre A.

Asociativna superalgebra A je asociativna Zo-gradirana algebra.
Pravimo, da je A trivialna superalgebra, ¢e je A; = 0. Elementu
a € Ag, kjer je k =0 ali k =1, pravimo homogen element stopnje
k in pisemo |a| = k.

Naj bosta a in b homogena elementa superalgebre A. Produktu
[a,b]s = ab — (—1)l9l1lpg

pravimo superkomutator elementov a in b. O¢itno je [a,b]s = [a, b],
Ce vsaj eden izmed elementov a in b pripada sodemu delu superal-
gebre. Superalgebra je superkomutativna, ¢e je [a,bls = 0 za vse ho-
mogene elemente a,b € A. V primeru trivialne superalgebre pojem
superkomutativnosti sovpada z obi¢ajnim pojmom komutativnosti.

Gradiran ®-podmodul B asociativne superalgebre A je tak podmo-
dul algebre A, da je

B=BNAy®BNA,.
V takem primeru piSemo By = BN A ter B; = BN.A;. To pomeni,
da je B = By ® By. Ce je B gradirana podalgebra A, je potem B
tudi asociativna superalgebra. Gradiran ideal (ali superideal) Z su-
peralgebre A je ideal algebre A, ki je hkrati gradiran ®-podmodul.

Primer 1.13. Naj bo A = ®(X) prosta ®-algebra z enoto na
mnoZici simbolov {X7, Xs,...} in naj bo Z njen ideal generiran
z elementi X;X; + X;X; ter X2 za vse i,j. Algebro G = A/T
imenujemo Grassmanova algebra. Naj bo X; = X; + Z. Potem v
algebri G velja
XiX;=XX;+1=XX; - X;X; - X;X; +1
= —XjX,‘ +1= —iji,
Y?:XZZ—FI:O za vse 4, .
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Mnozica B = {X X4 Xy, | n=0,1,2,... ;i1 <ig < ... <
in} je baza te algebre. Elementom Grassmanove algebre pravimo
polinomi. V nadaljevanju bomo namesto simbola X; pisali kar X;.

Na algebri G je na naraven nacin definirana Zs-gradacija G = Go®
(1, pri Cemer je sodi del G algebre G linearna lupina elementov
Xi, ... X, € Gy, kjer je n sodo §tevilo, lihi del pa linearna lupina
elementov oblike X;, ... X;, € G, kjer je n liho Stevilo.

Za superalgebro A je dana Zs-gradacija ekvivalentna obstoju ta-
kega avtomorfizma o algebre A, da je 0? = id. V primeru, ko je
tak avtomorfizem ¢ definiran na algebri A, je Zo-gradacija algebre
A definirana s sodim delom

Ay={r e A| 27 =z}

in lihim delom

Ai={zr e A| 27 = -z},

kjer je 27 = o(z). Namre¢, vsak element = € A lahko zapiSemo kot
= 3(x+2°) + 3(z — 27), kjer je x + 27 € Ay in z — 27 € A;.
Velja tudi obratno, ¢e je A = Ay ® Ay superalgebra, definiramo
avtomorfizem o algebre A s predpisom zf = x¢ in 27 = —x1, kjer

sta xg € Ag ter z1 € Aj.

Podmodul B superalgebre A je gradiran natanko tedaj, ko je B =
B. Center Z(.A) superalgebre A naj bo obi¢ajni center algebre A.
Ker avtomorfizem ohranja center Z(.A), je center Z(A) gradiran.

Torej je Z(A) = Z(A)g & Z(A);.
V nadaljevanju zapiS§imo nekaj primerov asociativnih superalgeber.

Primer 1.14. Naj bo A algebra in naj bo ¢ € A obrnljiv element.
Nadalje, naj bo o avtomorfizem algebre A definiran s predpisom
o(x) = cxc™t, x € A. Hitro lahko preverimo, da je 0 = id natanko
tedaj, ko je ¢ € Z(A). Torej je A = Ay @ Ay superalgebra, pri
Cemer je sodi del

Ay={zr € A| zc=cx}
in lihi del
Ai={zr € A| zc = —czx}.
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Poglejmo si primer, ko je A = M, 4(®), r,s € N (algebra (r+ s) X
(r+ s) matrik nad ®). Za element ¢ lahko izberemo matriko oblike

I, 0
0L |
kjer je I, identi¢na matrika algebre M,(®). Potem je

AO:[MT@ 0 ] inA1:[ 0 Mns(@)],
0 M(®)

pri ¢emer M, 4(®) oznauje mnozico matrik velikosti r x s. Ta al-
gebra je asociativna superalgebra in jo obi¢ajno oznacujemo s sim-
bolom M (r|s). Ce je r = s, obi¢ajno piSemo M (r) = M(r|r).
Primer 1.15. Naj bo A algebra nad ® in naj bo A = A x A. Na-
dalje, naj bo na algebri A definiran avtomorfizmom o s predpisom
o(a,b) = (b,a), a,b € A. Potem je A = Ay P Ay, pri Cemer je sodi
del

Ao ={(a,a) | a € A}
in lihi del

Ar={(b,—b) | be A}.

C D

IzkaZe se, da je A = { | C,De A},

co
AOZ{[
0C

| Ce€A} in Al:{[gl())]' D e A}.

V tem primeru pravimo, da je superalgebra A porojena z avtomor-
fizmom zamenjave. Ce je A = M, (®), oznac¢imo superalgebro A s
simbolom Q(n).

Primer 1.16. Naj bo A = Q(«, ) 4-dimenzionalna algebra nad
poljem @ z bazo {1, uv,u,v} in naj bo mnozenje definirano s pred-
pisom u? = a € ®, v?> = B € &, uwv = —vu. V posebnem primeru
je A algebra kvaternionov nad R. Ozna¢imo Ag = ®1 4+ duwv in
Ap = ®u+ Pv. Potem je A = Ay ¢ A; asociativna superalgebra,
ki jo imenujemo superalgebra kvaternionov.
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Superalgebra A je enostavna, ¢e nima pravih nenicelnih gradiranih
idealov. Ob tem velja omeniti, da to Se ne pomeni, da je A eno-
stavna tudi kot algebra. Ce je produkt poljubnih dveh nenicelnih
gradiranih idealov superalgebre A neniceln, je A pra-superalgebra.
Superalgebra A je polpra-superalgebra, ¢e ne vsebuje nenicelnih nil-
potentnih gradiranih idealov.

Spomnimo se, da lahko karakteriziramo praalgebro A kot algebro,
kjer iz enakosti a4b =0, a,b € A, sledi, da jea = 0 ali b = 0. To je
ekvivalentno temu, da je produkt dveh nenicelnih idealov algebre
A neniceln. Analogni rezultat velja tudi za superalgebre.

Lema 1.17. Asociativna superalgebra A je pra-superalgebra natan-
ko tedaj, ko iz enakosti a. Ab =0, kjer sta a,b € A taka, da je vsaj
eden homogen, sledi a =0 ali b= 0.

Dokaz. Predpostavimo, da iz enakosti a.Ab = 0, kjer je vsaj eden
izmed elementov a in b algebre A homogen, sledi ¢ = 0 ali b = 0.
Pokazimo, da je v tem primeru A pra-superalgebra. Naj bosta Z
in J nenicelna gradirana ideala superalgebre A. Potem obstaja
nenicelni element ¢ € Z in neni¢elni homogeni element b € J.
Glede na predpostavko obstaja tak x € A, da je 0 # axb € ZJ in
zato ZJ # 0. S tem smo pokazali Zeleno.

V nadaljevanju predpostavimo, da je A pra-superalgebra in naj bo
aAb =0, kjer staa € Ain b € AgUA;. Pokazati Zelimo, da je a = 0
ali b = 0. Pisimo a = ag + a1, ag € Ag in a1 € A;. Hitro vidimo,
da iz predpostavke a.Ab = 0 skupaj z lastnostjo Ag N .A; = 0 sledi
apAb = a1 Ab = 0. Naj bodo Z = Aap A, J = Aa1 A in K = AbA.
Vidimo, da so Z, J ter K gradirani ideali superalgebre A. Potem
je IK C AagAbA = 0 in zato ZK = 0. Podobno JK = 0. Ker
je A pra-superalgebra, sledi Z =0, J = 0 ali £ = 0. Denimo, da
K # 0. Potem je Z = J = 0, torej AagA = Aai1 A = 0. S simbolom
(ar), k = 0,1, ozna¢imo najmanjsi gradiran ideal superalgebre A
generiran z elementom ay. Potem je A(ag)A C AapA = 0. 1z tega
sledi, da je (ag) = 0 in zato ax = 0. Torej je a = 0. Podobno bi
pokazali, ¢e bi predpostavili, da je I = 0. U

Naj bo A pra-superalgebra. Ob tem se zastavi vpraSanje ali sta
potem tudi algebri A in Ag praalgebri. IzkaZze se, da odgovor na
zastavljeno vprasanje ni vedno pritrdilen. To dokazujeta naslednja
dva primera.
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Primer 1.18. Naj bo A praalgebra nad ® in naj bo A = A x
A 7z gradacijo kot v primeru 1.15. Ta algebra je pra-superalgebra
(produkt poljubnih dveh neni¢elnih gradiranih idealov je neniceln),
ki pa ocitno ni praalgebra, saj je (0 x A)(A4 x 0) = 0.

Primer 1.19. Superalgebra M(r|s) je pra-superalgebra. Mnozici

Co
T=A

| C e M,(®)} in J—{[OD

sta nenicelna ideala algebre M (r|s)g, katerih produkt je ni¢. Torej
algebra M (r|s)o ni praalgebra.

Dokaza naslednjih dveh rezultatov, ki sta odgovor na prej zasta-
vljeno vpraSanje o povezavi med pra-superalgebro (oziroma pol-
pra-superalgebro) A in praalgebrama (oziroma polpraalgebrama)
A ter Ag, najdemo v ¢lanku [15].

Lema 1.20. Naj bo A asociativna polpra-superalgebra. Potem sta
A in Ay polpraalgebri.

Lema 1.21. Naj bo A asociativna pra-superalgebra. Potem je bodisi
A praalgebra bodisi Ay praalgebra.

V nadaljevanju bomo podali nekaj elementarnih lastnosti asocia-
tivnih pra-superalgeber, ki jih bomo v naslednjih poglavjih potre-
bovali.

Lema 1.22. Naj bo A asociativna pra-superalgebra.

(1) Naj bo a € A tak, da je a Ay = 0 (ali Aja = 0). Potem je
a =0 ali pa je A trivialna superalgebra.

(i) Naj bo a1 Ara1 =0, kjer je a; € Ay. Potem je ay = 0.

(i1i) Naj bosta ag € Ag in a1 € Ay taka, da je apAra; = a1 Agag =
0, kjer je k =0 alt k = 1. Potem je ag =0 ali a; = 0.

(iv) Naj bosta a € A in ag € Ay taka, da je a1 Ara = 0 (ali
aAray =0), kjer je k =0 ali k = 1. Potem je a1 Apa; = 0 ali
a=0.

(v) Naj bosta a € A in ay € Ay taka, da je apAxa = 0 (ali
aArag =0), kjer je k =0 ali k = 1. Potem je agAi1ap = 0 ali
a=0.

(vi) Naj bosta ag € Ay in a1 € Ay taka, da je apria1 = a1x100 20
vsak x1 € Ay. Potem je agray; = ajzag za vsak x € A.
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(vii) Naj bo [xo,y1] = 0 za vse xy € Ay in y1 € Ay. Potem je bodisi

A komutativna (kot algebra) bodisi je trivialna superalgebra.

(viii) Superalgebra A je superkomutativna natanko tedaj, ko je A

komutativna (kot algebra) in je trivialna superalgebra.

Dokaz.

()

(iii)

NajboaAd; = 0. Ker je AgA; C Ay, takoj sledi, da je adgA; =
0. Potem je a AA; = 0. Iz tega sledi, da je a = 0 ali 4; = 0,
saj je A pra-superalgebra. Na podoben na¢in pokazemo, da iz
enakosti A1a = 0 sledi a = 0 ali pa je A trivialna superalgebra.
Ni tezko videti, da je a1 Aa; Aa; C a1 Aai Arar +a1A1a1Aar +
a1 Ajaq za vse a; € Ap. Ker je po predpostavki a;Aja; = 0,
sledi enakost a1.4a1.4a; = 0. Ker je A polpraalgebra, je a; =
0.

Naj bo apApa; = a1 Apap=0. Potem je (ag.A1a1)Ag(apArar) =
0. Ker je Ag polpraalgebra, sledi ag.A1a1 = 0. UpoStevajmo,
da je po predpostavki agAga; = 0, kar nas pripelje do enakosti
apAar = 0. Iz tega sledi, da je ag = 0 ali a; = 0, pri ¢emer
ponovno upostevamo predpostavko, da je A pra-superalgebra.
Naj bo sedaj agA1a; = a1 A1a9 = 0. Potem je (ag.Agaq).A1(ag
Apai) = 0. Glede na 7e pokazano trditev (ii) sledi, da je
apAgar = 0. Ker je po predpostavki agAia; = 0, je agAa; =
0. Ta enakost nas vodo do Zelenega rezultata, saj je A pra-
superalgebra.

Obravnavajmo primer, ko je a1 Aga = 0. Potem je a1 xgaiyoa =
0 za vse xg,yo € Ag in prav tako aijzgaixzia = 0 za vse xg €
Ao, 1 € A;. Pri tem upostevamo, da je zoaiz; € Agy. Ce
zdruzimo obe enakosti, sledi ajrgai1Aa = 0 za vse xg € Ap.
Ker je A pra-superalgebra, je a1 Aga; =0 ali a = 0.

Naj bo sedaj ajAja = 0. Potem je tudi ajxga;Aia = 0 za
vsak xg € Ap. Po drugi strani opazimo, da je aijxoaiAga C
a1A1a = 0 za vsak xg € Ag. Iz pravkar dobljenih enakosti
sledi ayxgai;Aa = 0. Ker je A pra-superalgebra, je a1 Aga; = 0
ali @ = 0. Ostale primere obravnavamo na podoben nacin.
Obravnavali bomo samo primer, ko je agAga = 0. Ostale pri-
mere obravnavamo na podoben nacin. Torej, glede na pred-
postavko je agriagroa = 0 za vse g € Ap,r1 € A in
prav tako je apgriagyia = 0 za vse x1,y1 € Ap. 1z tega sledi
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apr1i00da = 0 za vse x1 € A. Ker je A pra-superalgebra, je
apAi1ag =0 ali a = 0.

(vi) Hitro vidimo, da je ag(x1a0z0)a; = (a1x1a0)x0a0 = agrialzo
ap za vse xg € Ag, 1 € A;. To pomeni, da je agAj(agzoar —
ayzoap) = 0. Na podoben nagin opazimo, da je agzo(aiziag) =
ap(zoapry)a; = arxoapriag za vse xg € Ag, r1 € A;. Torej
je (apxoa — a1xpag)Aiag = 0. Glede na Ze pokazano trditev
(iii) sledi, da je ag = 0 ali agzoa; = ajzpag za vse rg € Ag. V
obeh primerih je agra; = ai1zag za vse x € A.

(vii) Ni tezko videti, da je 0 = [zg, yoz1] = [z0, Yo]z1 + Yolzo, 21] =
[0, y0]21 za vse xo,y0 € Ao, 21 € Aj. Glede na (i) sledi,
da je bodisi A; = 0 bodisi [Ag,.A9] = 0. Predpostavimo,
da velja slednje. Pokazimo, da je potem tudi [A1,.A;] = 0.
Ni tezko preveriti, da je 0 = [z1y1,21] = x1[y1,21] za vse
x1,y1 € Ay in podobno [y1, x1]x1 = 0. Ker je [z1, . 4p] = 0, sledi
x1Ao[y1, 1] = [y1,21]Aox1 = 0. Po trditvi (iii) je [y1,21] = 0
za vsaka x1,y1 € Aj.

(viii) Naj bo A superkomutativna algebra. Potem je [Ag,.4;1] = 0.
Glede na rezultat (vii) sledi, da je v obeh primerih A komuta-
tivna algebra. Torej je [A1,A1] = [A1, A1]s = 0, iz Cesar sledi,
da je A? = 0. Glede na trditev (i) sledi, da je .A; = 0. Obratna

implikacija je trivialna. O

Superalgebre s superinvolucijo *

Analogno kot smo predstavili definicijo algeber z involucijo, bomo
predstavili definicijo superalgeber s superinvolucijo.

Definicija 1.23. Naj bo A asociativna superalgebra. Potem je ®-
modulski homomorfizem x : A — A superinvolucija, e je (Ag)* C
Ao, (A1)* C Ay in za vsaka homogena elementa a,b € A velja:

(1) (a*)" =a;

(ii) (ab)* = (—1)lallblp*q*,
V primeru trivialne superalgebre pojem superinvolucije sovpada s
pojmom involucije.

Naj bo A asociativna superalgebra nad ®. Superalgebra A je na-
sprotna superalgebra nad @, ki je kot ®-modul enaka A, mnozenje
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pa je definirano s predpisom a-b = (—1)I¥19lba, a,b € Ay U A;. Su-
perinvolucija * je izomorfizem asociativne superalgebre A v A.
Ce je A superalgebra, je na superalgebri A& A% = (A & AF) @
(A1 @ A7) definirana superinvolucija s predpisom (a,b)* = (b, a)
in jo imenujemo superinvolucija zamenjave.

Pojma simetri¢nih elementov in poSevno simetri¢nih elementov su-
peralgebre A s superinvolucijo * vpeljemo na enak nadin kot v
primeru asociativnih algeber z involucijo, torej S = S(A) = {a €
Ala*=a}in K=K(A) ={a € A|a* = a}. Seveda sta S in
K gradirana podmodula A in velja A = § @ K. ZapiSimo primer
superinvolucije.

Primer 1.24. Na superalgebri M (r) definirajmo superinvolucijo,
ki jo imenujemo transponirana superinvolucija in jo ozna¢imo s trp:

trp

AB
CD

DT —_BT
CT AT

I

kjer T oznacuje obi¢ajno transponiranje matrik. Najbop : M(r) —
M(r) avtomorfizen definiran s predpisom p(ag + a1) = ag — a1,
ap € M(r)g,a1 € M(r);. Potem je

AB (trp)p_ DT BT
C D —CcT AT
Jordanske superalgebre
Leta 1977 je Kac v ¢lanku [37] klasificiral enostavne kon¢no di-

menzionalne jordanske superalgebre nad algebrai¢no zaprtim po-
ljem s karakteristiko ni¢ in jih razdelil v devet skupin. Prav tako
kot pri jordanskih algebrah, se tudi na tem podrocju postavi vpra-
Sanje strukturnih znacilnosti jordanskih superalgeber. Med drugim
se naravno porodi vprasSanje o moznih razsiritvah Hersteinove teo-
rije o jordanskih preslikavah na podrocje superalgeber. Podrobneje
se bomo s tovrstnimi problemi ukvarjali v poglavju o jordanskih
preslikavah.

Definicija 1.25. Neasociativna superalgebra (A, +,05) je jordan-
ska superalgebra, ce velja:

23



1 | Osnovni pojmi

(i) wouy = (~Dlelblyo,z;

(Z'Z') (_1)‘Zwa|($ Os y) Os (UJ Os Z) + (_1)|szw|(Z Os l’) Og (w Og y)
+ (_1)‘x“yw‘(y 05 2) 05 (Wo, T) = (_1)"2“1““'((% 05 Y) 05 W) Og 2
+ (_1)|szw|((z 05 T) 05 W) 05 Y + (_1)‘x“yw‘((y 05 2) 05 W) 05 T

za vse homogene elemente w,x,y, z € A.

V primeru, ko je A trivialna superalgebra, ta definicija sovpada z
obicajno definicijo pojma jordanske algebre (uporabimo lineariza-
cijo enakosti 2o (yox) — (22 oy) oz = 0).

Primer 1.26. Naj bo A asociativna superalgebra. V. A vpeljimo
produkt oy, ki je definiran s predpisom

1
TOgy = 5(95?/ + (—1)|x”y‘yw)7 z,y € Ag U A;.

Tako postane Al = (A, +, 0,) jordanska superalgebra.

Primer 1.27. MnoZica vseh simetri¢nih elementov asociativne su-
peralgebre A s superinvolucijo * je jordanska superalgebra za pro-
dukt o.

Zapisimo definicijo jordanskega superideala.

Definicija 1.28. Gradiran ®-podmodul J asociativne superalgebre
A je jordanski superideal, ¢e za poljubna homogena elementa x € J
ina € A velja xosa € J.

Jordanski superideal asociativne superalgebre A je gradiran ideal
jordanske superalgebre A7. Vsak gradiran ideal asociativne supe-
ralgebre A je gradiran ideal jordanske superalgebre AY. Tako kot
v obic¢ajnih algebrah, se tudi na tem podroc¢ju naravno zastavlja
vpraSanje, kdaj oziroma pod katerimi pogoji velja obratna zveza.
Podobno, ¢e je A asociativna superalgebra s superinvolucijo, kaksne
so strukturne znacilnosti jordanske algebre simetri¢nih elementov?
Z gradiranimi ideali jordanske superalgebre Al sta se ukvarjala
Gomez-Ambrosi in Montaner v ¢lanku [25].

Na koncu tega razdelka namenimo Se par stavkov Liejevim su-
peralgebram. Ce v asociativno superalgebro A vpeljemo produkt
[z,9]s = zy — (=D)"W¥lyz, 2y € Ay U Ay, postane A Liejeva
superalgebra. Gradiran ®-podmodul L superalgebre A je Liejev su-
perideal, ¢e je [x,yls € L za vse homogene elemente z € L in
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y € A. Oc¢itno je vsak gradiran ideal algebre A Liejev superideal.
V primeru, ko je A superalgebra s superinvolucijo, mnozica po-
Sevno simetri¢nih elementov K tvori Liejevo superalgebro. Vet o
Liejevih superalgebrah lahko najdemo v ¢lankih |24, 26, 37, 15].

1.3 Gradirane algebre

V tem razdelku bomo predstavili osnovne lastnosti G-gradiranih
algeber, pri ¢emer je G Abelova grupa. Superalgebre so poseben
primer G-gradiranih algeber, kjer je G = Zs. V monografiji se bomo
osredotocili predvsem na novejse rezultate na podrocju teorije aso-
ciativnih superalgeber. Nekatere probleme bomo obravnavali tudi
z vidika gradiranih algeber. Zato bomo predstavili rezultate tako
na podrocju teorije superalgeber kot tudi na podroc¢ju gradiranih
algeber. Ko bomo obravnavali G-gradirane algebre, bomo zaradi
enostavnosti privzeli, da je ® polje. V primeru superalgeber ta
predpostavka ni potrebna.

Definicija 1.29. Asociativna algebra A je G-gradirana asociativna
algebra, ce obstajajo taki podprostori Ay, g € G, algebre A, da je

A= ®gecAy in AgAp C .Agh
za vse g, h € G.

Element a € A je homogen, ¢e je a € Ay za nek g € G. Mnozico
vseh homogenih elementov algebre A bomo oznaéili s simbolom
H(A). Torej je

H(A) = UgecAg-

Podprostor B algebre A je gradiran, ¢e je B = ©geaB N Agy. Ideal
generiran z B je gradiran, ¢e je B gradiran podprostor. Algebra
A je gradirana polpraalgebra, ¢e ne vsebuje nenic¢elnih nilpotentnih
gradiranih idealov. Algebra A je gradirana praalgebra, ¢e je produkt
dveh nenicelnih gradiranih idealov neniceln.

Lema 1.30. Gradirana algebra A je gradirana praalgebra natanko
tedaj, ko iz aAb = 0, kjer sta a,b € H(A), sledi a =0 ali b= 0.

Dokaz. Predpostavimo, da iz aAb = 0, kjer sta a,b € H(A), sledi
a = 0 ali b = 0. Nadalje, naj bosta Z in J nenicelna gradirana
ideala gradirane algebre A. Pokazimo, da je ZJ # 0. Glede na
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predpostavko obstajata elementa 0 # a € H(Z) in 0 # b € H(T).
Prav tako lahko najdemo tak = € A, da je 0 # axb € ZJ. S tem
smo pokazali Zeleno.

Predpostavimo sedaj, da je A gradirana praalgebra in naj bosta
a,b € H(A) taka, da je aAb = 0. Pokazati Zelimo, da je a = 0
ali b = 0. Ideala Z = AaA in J = AbA sta taka gradirana ideala
algebre A, da je ZJ = 0. Po predpostavki sledi Z = 0 ali J = 0.
Naj bo Z = 0 (¢e je J = 0, dokaz poteka analogno). Potem je
A(a)A C T =0, pri ¢emer je (a) najmanjsi gradiran ideal algebre
A, ki vsebuje a. Ker je A gradirana praalgebra, je a = 0. O

Naj boe: Gx G — &* (&* = @\ {0}) antisimetri¢ni bikarak-
ter. To pomeni, da je € homomorfizem v obeh argumentih in velja
€(g,h) = €e(h,g)~! za vse g,h € G. Simbol € bomo uporabili tudi
za preslikavo, ki slika iz H(A) x H(A) v ®*, definirano s predpisom
€(a,b) = €(g, h), kjer sta a € Ay in b € Ap. Prav tako bomo pisali
e(k,a) = €(k,g), kjer je k € G in a € A,. Ni tezko videti, da je
e(ab,c) = e(a,c)e(b,c) in €(a,b) = €(b,a)™! za vse a,b,c € H(A).
Iz tega sledi, da je €(a,a) = +£1 za vsak a € H(A).

Naj bo
Gr={9eCGlelg,g) =1} inG_={geCG|e(g,g) =1}
Definirajmo
Ay = Bgea  Agin A = Byeq_Ay.

Potem je

A=A ©A_.

Produktu [a,b]. = ab — €(a,b)ba pravimo e-komutator elementov
a,b € H(A). Gradiran podprostor Z.(A) = {c € A | [¢,a]. =0 za
vsak a € A} je e-center algebre A.

V nadaljevanju bomo podali nekaj elementarnih rezultatov na po-
dro¢ju gradiranih algeber. Gre pravzaprav za posplositev nekate-

rih prej predstavljenih rezultatov na podroc¢ju superalgeber (lema
1.22).

Lema 1.31. Naj bo A gradirana praalgebra in naj bodo a € H(A4),
be H(A_) ter c € H(A).
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(i) CejeaAia=0,jea=0.
(ii) CejecA_ =0 (ali A_c=0), jec=0ali A_=0.
(iii) Ce je aA_b=bA_a=0,jea=0 alib=0.
() Ce je aArb=bAra=0,jea=0alib=0.
(v) CejeaA_c=0 (alicA_a=0), jec=0 aliaA_a=0.
(vi) Ce je aAic=0 (alicAya=0), jec=0 ali aA_a=0.

Dokaz.

(i)

(iii)

Naj bo z € A_. Potem je (aza)y(aza) € aAraA_ =0 za vse
y € A_ in (aza)z(aza) = 0 za vse z € A,. Ce zdruzimo obe
enakosti, je (azxa)A(azxa) = 0. Po lemi 1.30 sledi aza = 0 za
vse z € H(A_). Torej je aA_a = 0. Ker je po predpostavki
aAra = 0, sledi aAa = 0. Ker je A gradirana praalgebra, je
a=0.

Naj bo cA_ = 0. Potem je cAy A_ C cA_ = 0 in prav tako
je cA_A_ = 0. Torej je cAA_ = 0. Po lemi 1.30 sledi, da je
c=0ali A_ =0.Ceje A_c =0, na podoben nagin pokazemo
Zeleno.

Predpostavimo, da je aA_b = bA_a = 0. Potem je (axb)y(axb)
=0zavsex € Ay iny € A_. Po drugi strani opazimo, da
je (azb)z(axb) € aA_b = 0 za vse z,z € Ay. Iz tega sledi
(axb)A(axb) = 0zavse xz € H(Ay). Polemi 1.30 je aA1b = 0.
Glede na predpostavko sledi aAb = 0. UpoStevamo Se lemo
1.30 in implikacija je dokazana.

Naj bo aA;b = bA;a = 0. Hitro opazimo, da je (azxb).A (azxd)
= 0zavsez € A_. Po drugi strani je (axb)z(azb) € a A4 b =10
za vse x,z € A_. Iz tega sledi (axb)A(axb) = 0 za vse x €
H(A_). Ker je A gradirana praalgebra, je a.4_b = 0 in zato
aAb=0. Sledi a =0 ali b = 0.

Naj bo aA_c = 0. Potem je axaA_c = 0 za vse x € A_.
Po drugi strani vidimo, da je axaAd,c C aA_c = 0 za vsak
x € A_. S pomocjo pravkar zapisanih relacij dobimo enakost
(aza)Ac =0 za vsak © € A_. Ker je A gradirana praalgebra,
jeaA_a=0alic=0.

Predpostavimo, da je cA_a = 0. Potem na podoben nacin
pokaZemo Zeleno. Namre¢, cA_ara = 0in cAyaxa C cA_a =
0 za vsak x € A_. Torej je cA(ara) = 0 za vsak z € A_.
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Iz tega sledi, da je aA_a = 0 ali ¢ = 0, saj je A gradirana
praalgebra.

(vi) Predpostavimo, da je aAic = 0. Potem je azaAic = 0 za
vsak z € A_. Prav tako je araA_c C aA,c = 0 za vsak
x € A_. Torej je araAc =0, iz Cesar sledi aA_a=0alic=0
(pri tem upostevamo, da je A gradirana praalgebra).
Naj bo c¢Aia = 0. Potem je cArazxa = 0 in cA_azxa C
cAra =0zavsak z € A_. Iz tega sledi, da je cAazxa = 0. Ker
je A gradirana praalgebra, je ¢ =0 ali a.A_a = 0. U

Gradirane algebre z e-involucijo *

Kot v prejsnjih razdelkih, bomo predstavili definicijo e-involucije
na gradiranih algebrah.

Definicija 1.32. Naj bo A gradirana algebra. Potem je ®-modulski
homomorfizem x : A — A e-involucija, e je Ay = Ay za vsak
g € G in za vsaka a,b € H(A) velja:

(i) a** = a;

(ii) (ab)* = €(a,b)b*a*.

Ce sta a,b € Ap, h € G+, je % obiCajna involucija na prostoru
Ap,. Prav tako vidimo, da je (ab)* = b*a*, ¢e je vsaj eden izmed
elementov a,b vsebovan v Aj.

Primer 1.33. Naj bo G taka Abelova grupa z bikarakterjem e,
da je G # G4. Nadalje, naj bo A = Dgeq, Ay e-komutativna
G -gradirana algebra in naj bo h € G_. Na G-gradirani algebri
R = M>(A) je gradacija podana s predpisom

R, — | 0
0 A,

za vsak g € G4 in

za vsak g € G_.
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Definirajmo homogeno (A" = Ay za vsak g € G) linearno presli-
kavo * na R s predpisom

abl e(d,h)d b

cd —c  €e(h,a)a
za vse homogene elemente a, b, ¢, d € A. Potem je * e-involucija, ki
ji pravimo simplekti¢na e-involucija.

Na enak nacin kot v primeru negradiranih algeber pravimo, da je
a € A simetricen element, Ce je a* = a, in je poSevno simetricen,
¢e je a* = —a. S simbolom S oznac¢imo mnozico vseh simetri¢nih
elementov, s simbolom K pa mnozico vseh poSevno simetri¢nih ele-
mentov. Ni tezko videti, da velja A = SH® K, § = S & S in
K=Ki®K_.

e-Jordanske algebre
V tem delu bomo predstavili definicijo in nekaj primerov e-jordans-
kih algeber.

Definicija 1.34. Neasociativna gradirana algebra (A,+,0¢) je €-
jordanska algebra, ce velja:

(i) oy = €(x,y)yoew;
(i) €(z,zw)(x oc y) oc (W 0c 2) + €(y, 2w)(z 0c ) 0c (w oc Y)
+ €(@, yw)(y oc 2) 0 (w oc ) = €(z, 2w)((% °c Y) 0c W) ¢ 2
+ €(y, 2w)((2 0c @) 0c W) 0c Y + €(z, yw)((y oc 2) 0c W) 0¢ T
za vse homogene elemente w,x,y,z € A.

Primer 1.35. Vpeljimo v asociativno gradirano algebro A produkt
s predpisom

1
IOy = 5(.Z'y + e(m,y)yx), T,y € %(A)

Potem je algebra A = (A, +,0.) e-jordanska algebra.

Primer 1.36. Naj bo A gradirana algebra z e-involucijo. Potem
je mnoZica simetri¢nih elementov S algebre A e-jordanska algebra
za produkt o..
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Definicija 1.37. Gradiran ®-podmodul J asociativne gradirane
algebre A je e-jordanski ideal, ¢e za poljubna homogena elementa
€ J ina€ A velja xo.a € J.

e-Jordanski ideal asociativne gradirane algebre A je gradiran ideal
e-jordanske algebre A7. Vsak gradiran ideal asociativne gradirane
algebre A je e-jordanski ideal. V luéi klasi¢ne Hersteinove teorije se
postavi vprasanje, kdaj oziroma pod katerimi pogoji velja obratno.
Omeniti velja, da sta se z gradiranimi ideali e-jordanske algebre
A7 ukvarjala Bergen in Grzeszczuk v ¢lanku [3]. Prav tako se v
primeru, ko je A gradirana algebra z e-involucijo, postavi vpraSanje
o strukturnih znacilnostih e-jordanske algebre S. Nekaj rezultatov
na to temo je predstavljenih v ¢lanku [9].
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Namen tega poglavja je podati osnovne lastnosti razsirjenega cen-
troida asociativne pra-superalgebre. V prvem delu se bomo posve-
tili predstavitvi osnovnih znacilnosti razsirjenega centroida asocia-
tivne praalgebre. V teoriji asociativnih algeber se je pojem razsirje-
nega centroida asociativne praalgebre, ki ga je vpeljal Martindale
leta 1969 (glej [2], [12]), izkazal za zelo uporabnega na razli¢nih
podrodjih, posebno v teoriji jordanskih in Liejevih struktur v aso-
ciativnih algebrah. Ob tem se naravno zastavlja vprasanje glede
razSirjenega centroida asociativne pra-superalgebre. V duhu tega
vpraSanja bomo drugi del poglavja namenili posplositvam znanih
rezultatov. Predstavili bomo nekaj lastnosti razsirjenega centro-
ida asociativne pra-superalgebre in uporabnost le teh na podrocju
superodvajanj, super-biodvajanj in funkcijske identitete v superal-
gebrah. Rezultati so predstavljeni v ¢lanku [19)].

2.1 RazSirjeni centroid asociativne praalgebre

Naj bo A asociativna praalgebra. V nadaljevanju bomo s simbolom
Q@ = Q. (A) oznacevali Martindaleovo algebro kvocientov, s simbo-
lom C' pa razsirjeni centroid praalgebre A. Naslednjih nekaj strani
bomo namenili osnovnim lastnostim razsirjenega centroida C' (glej
[2, poglavije 2]).

Lema 2.1. Naj bo A polpraalgebra, T bistven ideal algebre A in
naj bo f: aAZ g — AQ 4 bimodulski homomorfizem. Potem obstaja
tak A € C, da je f(xz) = Az za vsak x € T.

Dokaz. Glede na predpostavko obstaja tak A € @, da je f(z) = \x
za vsak © € Z. Potem je \yx = f(yz) = yf(z) = yAx za vsak
y € Ain xz € Z. Torej je [\, yJz = 0. Zapisano drugace [\, A]Z = 0.
Iz tega sledi [\, A] = 0 in zato X € C. O
Izrek 2.2. Naj bo A polpraalgebra. Potem je A praalgebra natanko
tedaj, ko je C' polje.
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Dokaz. Predpostavimo, da je A praalgebra in naj bo 0 # A € C.
Pokazimo, da je A obrnljiv element. Glede na definicijo razsirjenega
centroida obstaja tak bistven ideal Z algebre A, da je AT C A.
Predpostavimo, da je Ax = 0 za neki z € A. Potem je AZAzxz = 0. Iz
tega sledi, da je AZ = 0 ali z = 0. Ker je A nenicelni element, je x =
0. S tem smo pokazali, da je AZ bistven ideal algebre A. Nadalje, naj
bo f : AT — A preslikava definirana s predpisom f(Az) = x za vsak
x € T. Glede na pravkar pokazano implikacijo, da iz Ax = 0 sledi
x =0, je f dobro definiran bimodulski homomorfizem. Potem nam
lema 2.1 zagotavlja obstoj takega elementa u € C, da je f(A\x) =
w(Ax) za vsak x € Z. Po drugi strani pa je f(A\x) = z, iz esar sledi
(uX — 1)Z = 0. Ker je Z bistven ideal, sledi uA = 1. S tem smo
pokazali, da je A obrnljiv element.

Naj bo C polje in predpostavimo, da A ni praalgebra. Potem ob-
staja tak ideal Z algebre A, da je Ann(Z) # 0. Dalje, naj bo
7' = T & Ann(Z). Ni tezko videti, da je Z’ bistven ideal alge-
bre A. Namre¢, predpostavimo, da je Z/J = 0 za nek ideal J
algebre A. Potem je ZJ = Ann(Z)J = 0, iz Cesar sledi J = 0,
saj je J C Ann(Z) N Ann(Ann(Z)) = 0. Definirajmo preslikavi
fig : ' — A s predpisoma f(u+ v) = u in glu +v) = v za
vse u € T ter v € Ann(Z). Ni tezko preveriti, da sta f in g
nenicelna bimodulska homomorfizma. Zato po lemi 2.1 obstajata
taka nenicelna elementa A\,pu € C, da je f(u+v) = AMu+v) in
g(u+v) = pu(u+v) zavseu € Z in v € Ann(Z). Potem sledi, da
je Apu(ur + v1)(ug + v2) = wyve € ZAnn(Z) = 0 za vse uj,ug € T
in v1,v9 € Ann(Z). S tem smo pokazali, da je AuZ? = 0. Ker je T’
bistven ideal, sledi Ay = 0. To pa je v protislovju s predpostavko,
da sta A in p nenicelna elementa polja C. S tem je dokaz izreka
zakljucen. O

Lema 2.3. Naj bo A praalgebra in naj bosta a,b € Q. Ce je axb =
bxa za vse x € A, potem je a = Ab za nek \ € C.

Dokaz. Najbo J tak bistven ideal algebre A, da je b7 C A. Potem
je tudi Z = JbJ bistven ideal algebre A. Namrec, naj bo ZXC = 0
za nek ideal K algebre A. Ker je A praalgebra, je K =0 ali Z =0,
iz Cesar sledi b = 0. Definirajmo preslikavo f : Z — @ s predpisom

FO - wiby) = miay,
i=1 i=1
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z;,y; € J. Predpostavimo, da je Y I | z;by; = 0 za neke x;,y; €
J. Ker je arb = bza za vse v € A, je 0 = (D1, xibyi)za =
(>, ziay;)zb za vse z € A. Ker je b # 0 in je A praalgebra,
je Yo xiay; = 0. S tem smo pokazali, da je f dobro definirana
preslikava. Prav tako lahko preverimo, da je f bimodulski homo-
morfizem. Po lemi 2.1 obstaja tak A € C, da je f(u) = Au za vsak
u € Z. Iz tega sledi, da je zay = f(xby) = A\zby za vsaka xz,y € J.
To pomeni, da je J(a — Ab)J = 0 in zato je a = Ab. O

Izrek 2.4. Naj bo A praalgebra, a;,b; € Q, i =1,...,n in naj bo
bi #0. Ce je Y1 jaxb; = 0 za vsak x € A, potem obstajajo taki
Ni€C,i=1,...,n, nevsi ni¢, da je > . Nia; = 0.

Dokaz. Ker je A praalgebra, je rezultat trivialen v primeru, ko je
n = 1. Namred¢, iz enakosti a1.4b; = 0 sledi a; = 0, saj je by # 0.

Predpostavimo, da je trditev resni¢na za vsako naravno Stevilo
manjSe od n. Brez izgube za sploSnost lahko predpostavimo, da je
by € A. Namre¢, ¢e by ¢ A, potem obstaja tak element ¢ € A,
da je 0 # bic € A. in v nadaljevanju obravnavamo identiteto
Yo qa;xz(bic) = 0, kar nas vodi do Zelenega rezultata.

Zamenjajmo v identiteti > ja;xb; = 0 element = z elementom
zhy, z,y € A. Torej je > ja;xbiyb; = 0. Po drugi strani pa ni
tezko videti, da je

(a12b1)yby = —(agxby + ...+ anxby)yby.

Primerjajmo med seboj pravkar zapisani identiteti. To nas privede
do enakosti

asx(byyba — boyby) + ... + apx(bryb, — byyby) = 0.

S pomocjo indukcijske predpostavke sledi Zeleni rezultat, razen v
primeru, ko je biyb; — bjyby = 0 za vse i = 2,...,n in za vse
y € A. Potem po lemi 2.3 obstajajo taki A; € C, i =2,...,n, da
je by = A\iby. 1z tega sledi, da je (a1 + Agag + ... + Apap)zby = 0
za vsak © € A. Ker je A praalgebra in je by # 0, sledi a1 + Agas +
..+ Anay, = 0. S tem je dokaz zakljucen. O

Izrek 2.5. Naj bo A praalgebra in naj bodo a;,b;,c;,d; € Q taki,

da je 37 aixb; = Y71 cjwd; za vsak x € A.
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(i) ¢e so a; linearno neodvisni nad C, potem je b; € Cdy + ... +
Cd,, zavsaki=1,...,n

(ii) ce so b; linearno neodvisni nad C, potem je a; € Cei+...+Cep,
za vsaki=1,...,n.

Dokaz. Ker se oba primera dokaZzeta na analogen nacin, bomo po-
kazali le implikacijo (i). Predpostavimo, da je b; # 0. Brez izgube
za sploSnost smemo predpostaviti, da je vsak c; linearna kombina-
cija a;, © = 1,...,n Namrec, ¢e za nek ¢; to ne velja, potem c;xd;
piSemo na levi strani enakosti in nadaljujemo postopek. Torej ob-

stajajo taki \j, € C, da je Y L cjedy = Y71, (D00 \jai)wd; za
vse z € A. Iz tega sledi, da je 327 aa(bi — 37 Njdj) = 0 za
vsak x € A. Po izreku 2.4 sledi, da je b; = E;-n:l)\jidj za vsak 1,

saj so po predpostavki a; linearno neodvisni. O

Produkt odvajang

V tem delu bomo pokazali Posnerjev rezultat, ki odgovarja na vpra-
Sanje, ali je produkt dveh odvajanj na praalgebri odvajanje. Najprej
zapisimo lemo, ki jo bomo v nadaljevanju potrebovali.

Lema 2.6. Naj bodo G1,Go,...,G, aditivne grupe in naj bo A
polpraalgebra. Predpostavimo, da sta preslikavi S : G1 X Gg X ... X
G, > AT : G xGyx...xG, = A aditivni v vsakem
argumentu. Ce je S(ay,ag,...,an)AT (a1, a2, ... an) = 0 za vse
a; € Gy, i =1,...,n, je S(ay,as,...,a,)AT(by,ba,...,b,) =0 za
vse a;,b; € Gy, i =1,...,n

Dokaz. Zadostuje, ¢e dokazemo lemo za n = 1. S postopkom line-
arizacije enakosti S(a)zT(a) = 0, a € Gy, z € A, vidimo, da je
S(a)xT(b) + S(b)zT(a) = 0 za vse a,b € Gy ter x € A. Iz tega
sledi, da je

(5(a)2T(b))y(S(a)zT (b)) = =S(a)(zT'(b)yS(b)x)T(a) = 0

za vse a,b € Gq, z,y € A. Ker je A polpraalgebra, je S(a)AT(b) =
0 za vsaka a,b € G1. O

V nadaljevanju bomo predstavili Posnerjev izrek o produktu odva-
janj.
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Izrek 2.7. |18] Naj bo A asociativna praalgebra in naj bosta d ter
g nenicelni odvajangji na algebri A. Potem dg ni odvajanje.

Dokaz. Predpostavimo, da je dg odvajanje na algebri A. Potem je

(dg)(zy) = (dg)(z)y + z(dg)(y)

za vsaka x,y € A. Po drugi strani velja

(dg)(zy) = d(g(z)y + xg(y))
= (dg)(x)y + g(x)d(y) + d(z)g(y) + x(dg)(y)

Primerjajmo obe identiteti, kar nas vodi do enakosti

g(x)d(y) + d(x)g(y) = 0
za vsaka x,y € A. Namesto y pi§imo element yx. Potem je
(z)d(yz) + d(z)g(yz)

g
g(x)d(y)x + g(z)yd(z) + d(z)g(y)z + d(z)yg(z)
g(x)yd(z) + d(z)yg ()

za vsaka x,y € A. Iz tega sledi
g9(x)yd(z)zd(x) = —d(x)yg(x)zd(z) = d(x)yd(x)zg(x)
= —g(z)yd(z)zd(z)

za vse x,y, 2z € A. Torej je

g(x)yd(x)zd(x) = 0.

Ker je A praalgebra, je g(z)Ad(x) = 0 za vsak € A. Nadaljnji
razmislek nas s pomodjo leme 2.6 vodi do enakosti g(x).Ad(y) =0
za vsaka x,y € A. Ker je A praalgebra, sledi d = 0 ali g = 0. S
tem je dokaz zakljucen. O

0

Biodvajanja

Definicija 2.8. Naj bo A algebra. Biaditivna preslikava B : A %
A — A je biodvajanje, ce velja:

(i) za vsak x € A je preslikava y — B(z,y) odvajanje na A;
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(ii) za vsaky € A je preslikava x — B(z,y) odvajanje na A.

V ¢lanku [10] so Bresar, Martindale in Miers karakterizirali biod-
vajanja na praalgebrah.

Izrek 2.9. [10] Naj bo A asociativna nekomutativna praalgebra in
naj bo B : A x A — A biodvajanje. Potem obstaja tak X € C, da
je B(x,y) = A[z,y] za vsaka x,y € A.

Dokaz. Naj bodo w,z,y, z € A. Oglejmo si izraz B(xy, zw). Po eni
strani je

B(zy, zw)
= B(zy, z)w + zB(zy, w)
= B(z,z)yw + xB(y, 2)w + zzB(y, w) + zB(z,w)y.

Po drugi strani pa vidimo, da je

B(zy, zw)
= B(z,zw)y + zB(y, zw)
= zB(z,w)y + B(z, z)wy + zzB(y, w) + zB(y, 2)w.

Ce primerjamo ti dve enakosti, opazimo, da je
B(z, 2)ly, w] = [z, 2] B(y, w).

za vse w, ,Y, z € A. Zamenjajmo v tej identiteti element w z ele-
mentom vw, v € A. Potem je B(z, 2)[y, vw] = [z, 2| B(y, vw). Upo-
Stevajmo, da je [y, vw| = [y, v]Jw+v[y, w] in B(y,vw) = B(y,v)w+
vB(y,w). Iz tega sledi, da je

B(z, 2)v[y, w] = [z, z]JvB(y, w) (2.1)

za vse v,w,x,y,z € A. Po predpostavki je A nekomutativna al-
gebra. Torej smemo privzeti, da je [y,w] # 0. Po lemi 2.3 obstaja
tak element A € C, da je B(y,w) = Ay, w]. UpoStevajmo ena-
kost (2.1), iz ¢esar sledi B(z,2)v[y,w| = [z, z]JvA[y, w]. Potem je
(B(z,z) — Az, 2])v[y, w] = 0 za vse v, w, x,y, z € A. Ker je A pra-
algebra in je po predpostavki [y, w] # 0, je B(x,z) = Az, 2| za
vsaka x,z € A. O
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Funkcijgska identiteta v algebrah

ZapiSimo najprej, kdaj je preslikava komutirajoca.
Definicija 2.10. Naj bo A algebra. Preslikava f: A — A je ko-
mutirajoca, ce je [f(x),z] =0 za vsak x € A.

Ce je f aditivna komutirajoc¢a preslikava, lahko z uporabo lineari-
zacije hitro izpeljemo, da je

[f (@), y] = [z, f(y)] za vsaka z,y € A.

V ¢lanku [7] je Bresar karakteriziral komutirajoce preslikave na
praalgebrah.

Izrek 2.11. [7] Naj bo A asociativna praalgebra in naj bo f : A —
A aditivna komutirajoca preslikava. Potem obstaja tak A € C in
aditivna preslikava p : A — C, da je f(x) = Az + p(x) za vsak
x e A

Dokaz. Ni tezko preveriti, da je B(x,y) = [f(x),y] = [z, f(y)],
x,y € A, biodvajanje. V primeru, ko je A komutativna algebra,
lahko izberemo A = 0 in u = f. V nadaljevanju predpostavimo, da
je A nekomutativna algebra. Po izreku 2.9 obstaja tak element A €
C, da je B(z,y) = Az, y] za vsaka x,y € A. Potem je [f(x),y] =
Mz, y]. To pomeni, da je [f(x) — Az, A] = 0 za vsak = € A. 1z tega
sledi, da je f(z)— Az € C. S tem smo pokazali, da obstaja aditivna
preslikava p : A — C definirana s predpisom pu(z) = f(z) — \x za
vsak € A. Dokaz je zakljucen. O

2.2 Razs8irjeni centroid asociativne pra-superalgebre

V tem delu monografije se bomo osredotocili na lastnosti razsir-
jenega centroida asociativne pra-superalgebre. Nekatere rezultate,
predstavljene v prej$njem razdelku, bomo posplosili na podrocje
superalgeber.

Naj bo A asociativna polpra-superalgebra. Potem je po lemi 1.20
A polpraalgebra, kar pomeni, da lahko konstruiramo razsirjeni cen-
troid C' superalgebre A. V nadaljevanju bomo potrebovali naslednji
izrek.

Izrek 2.12. |2, trditev 2.5.3] Poljuben avtomorfizem polpraalgebre
lahko enolicno razsirimo na Martindaleovo algebro kvocientov.
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Ker je A superalgebra, obstaja tak avtomorfizem o algebre A, da je
02 = id. Glede na pravkar zapisan izrek sledi, da lahko preslikavo o
enoli¢no razgirimo na centralno zaprtje A. Se vel, iz dokaza izreka je
razvidno, da je prav tako o = id na A. To pomeni, da je centralno
zaprtje A superalgebra, pri ¢emer je Zo-gradacija na A razsiritev
Zo-gradacije na algebri A. Ker je C7 = (| je razsirjeni centroid C
gradiran, kar pomeni, da je C'= Cy & C}.

Ce je a € A, potem obstaja tak bistven ideal Z superalgebre A,
da je aZ UZa C A. V nadaljevanju bomo brez dodatne razlage
prevzeli, da je Z gradiran ideal. Namre¢, ¢e Z ni gradiran ideal, ga
lahko zamenjamo z idealom Z NZ7, ki pa je gradiran.

Naslednja lema je posplositev leme 1.17.

Lema 2.13. Naj bo I nencelni gradiran ideal asociativne pra-
superalgebre A in naj bosta a,b € A taka, da je aZb = 0. Pred-
postavimo, da je vsaj eden izmed elementov a in b homogen. Potem
sledi, da je a =0 ali b= 0.

Dokaz. Brez izgube za splosnost predpostavimo, da je b homogen
element. Ker sta a,b € A, obstajata taka gradirana ideala J in
IC algebre A, da je Ja C A ter bK C A. Torej je JaZ AWK C
JaIbK = 0. Ker je A pra-superalgebra in K gradiran ideal, sledi
JaZ = 0 ali b = 0. Iz slednjega sledi b = 0. Predpostavimo, da
je JaZ = 0. Potem je JaAZ = 0. Ker je A pra-superalgebre, je
Ja =0 ali Z = 0. ker pa je Z nencelni gradiran ideal, je Ja = 0.
Iz tega sledi, da je a = 0. Dokaz je zakljucen. O

Vemo 7Ze, da je razSirjeni centroid praalgebre polje. Naslednja lema
je posplositev tega rezultata na pra-superalgebre.

Lema 2.14. Asociativna polpra-superalgebra A je pra-superalgebra
natanko tedaj, ko so vst nenicelni homogeni elementi razsirjenega
centroida C' obrnljivi.

Dokaz. Najprej predpostavimo, da je A pra-superalgebra. Naj bo
0 # XA € CyU (4. Pokazimo, da je A obrnljiv element. Naj bo Z
tak bistven gradiran ideal superalgebre A, da je \XZ C A. Ce je
Ax = 0 za neki x € A, potem je AMxz = 0. Po lemi 2.13 sledi, da je
x = 0. S tem smo pokazali, da je \Z bistveni ideal algebre 4. Naj bo
f + M — A preslikava definirana s predpisom f(\x) =z, z € Z. Ni
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tezko preveriti, da je f dobro definiran bimodulski homomorfizem.
Potem po lemi 2.1 obstaja tak u € C, da je f(A\x) = p(A\x) =z za
vsak = € Z. Iz tega sledi (uA — 1)Z = 0 in zato je uA = 1. S tem
smo pokazali, da je A obrnljiv element razgirjenega centroida C.

Predpostavimo sedaj, da A ni pra-superalgebra. Potem obstajata
taka nenicelna gradirana ideala Z in J superalgebre A, da je ZJ =
0. NajbostaZ =Z®dAnn(Z)in J' = T ® Ann(J). Ni tezko preve-
riti, da sta Z’ in J’ bistvena gradirana ideala algebre A. Namrec, ¢e
je Z'K = 0 za nek gradiran ideal K algebre A, je ZK = Ann(Z)K =
0.1z tega sledi, da je £ = 0, saj je K C Ann(Z)NAnn(Ann(Z)) = 0.
Podobno bi pokazali, da je J' bistven ideal. Naj bosta f :Z' — A
ing:J — Apreslikavi definirani s predpisoma f(u+v) = u za vse
ueZ,ve Ann(Z) ter g(w +z) =w zavse w € J, x € Ann(J).
Hitro lahko preverimo, da sta f in g neni¢elna bimodulska homo-
morfizma. Potem pa po lemi 2.1 obstajata taka neni¢elna elementa
Ap € C,daje flu+v) = Mu+v) za vsak u +v € T’ ter
gw+ ) = plw + ) za vsak w +x € J'. Iz tega sledi, da je
A(u~+v)(w+ ) =uw € ZJ = 0. To pomeni, da je \uZ'J" = 0.
Ker sta Z' in J’ bistvena ideala, sledi Au = 0. Pokazimo, da A (in
podobno p) pripada sodemu delu razsirjenega centroida Cy. Ker je
A € C, lahko pisemo X\ = Ag + A1, pri Cemer je \g € Cpy in Ay € C.
Nadaljnji razmislek nas privede do tega, da iz \u = f(u) = u,
u € 1y, sledi Agu + A\ju = wu in zato je Ayu = 0. Podobno, iz
A= f(u) =wu, u € Iy, sledi Aju = 0. S tem smo pokazali, da je
AZyp = MZ; = 0. To pomeni, da je A\;Z = 0. Prav tako opazimo,
da iz Av = f(v) =0, v € Ann(Z), sledi A\;Ann(Z) = 0. Pri tem
upostevamo, da je Ann(Z) gradiran ideal. Iz pokazanega vidimo,
da je A;Z’ = 0. Torej je A\ = 0, saj je Z' bistven gradiran ideal. S
tem smo pokazali, da je A = A\g € Cy. Podobno bi pokazali, da je u
homogen element razsirjenega centroida C. Pokazali smo torej, da
obstajata dva nenicCelna elementa A in p razSirjenega centroida C,
katerih produkt je ni¢. To pa je v protislovju s predpostavko, da so
vsi nenicelni homogeni elementi razsirjenega centroida C' obrnljivi.
S tem je dokaz zakljucen. O

Naslednja dva rezultata sta razsiritvi klasiénih Martindaleovih re-
zultatov (lema 2.3 in izrek 2.4) na superalgebre.

Lema 2.15. Naj bo A asociativna pra-superalgebra in naj bosta
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a,b € A taka elementa, da je axrb = bra za vsak x € A. Ce je b
nenicelni homogeni element, potem obstaja tak A € C, da je a = A\b.

Dokaz. Dokaz poteka podobno kot dokaz leme 2.3. Naj bo J tak
bistven gradiran ideal algebre A, da je b7 C A. Ni tezko videti, da
je tudi Z = JbJ bistven ideal algebre A. Namre¢, ¢e je ZK = 0
za nek gradiran ideal K algebre A, je ZAK = 0. Ker je A pra-
superalgebra, je Z = 0 ali = 0. V primeru, ko je Z = 0, sledi
bJ = 0 in zato je b = 0. Naj bo f : Z — A preslikava definirana s
predpisom

FO wiby) = wiayi, wiyi € J.
i=1

i=1

Ce je S0 x;by; = 0 za neke x;,y; € J, je
n n
0= (Z x;byi)za = (Z x;ay;)zb  za vsak z € A.
i=1 i=1

Ker je b neni¢elni homogeni element, po lemi 2.13 sledi Y7 | z;ay;
= 0. To pomeni, da je f dobro definirana preslikava. Prav tako
ni tezko preveriti, da je f bimodulski homomorfizem. Potem pa
obstaja tak A\ € C, da je f(u) = Au za vsak u € Z. Torej je xay =
f(zby) = Aaby za vsaka z,y € J. 1z tega sledi J(a — Ab)J = 0.
Ker je J bistven ideal, je a = Ab. S tem je dokaz zakljucen. O

Izrek 2.16. Naj bo A asociativna pra-superalgebra in naj bodo
a;,b; € A, kjer jei =1,...,n. Predpostavimo, da so vsi b; homo-
geni elementi in by # 0. Ce je o jaixb; = 0 za vsak x € A, potem
obstajajo taki \; € C, i =1,...,n, ne vsi nic, da je y ;- Nia; = 0.

Dokaz. ldeja dokaza je podobna ideji dokaza izreka 2.4. Naj bo
n = 1. Potem je ajzb; = 0 za vsak z € A. Ker je po predpostavki
A pra-superalgebra in by # 0, je a1 = 0.

Predpostavimo, da velja izrek za vsako naravno $tevilo manjse od
n. Brez izgube za sploSnost smemo privzeti, da je b; € A. Namrec,
¢e by ¢ A, potem obstaja tak homogen element ¢ € A, da je 0 #
bic € A in obravnavamo identiteto > i a;z(bic) = 0.

Zamenjajmo v identiteti > ja;zb; = 0 element z z elementom
zbry, z,y € A. Potem je > ja;xbiyb; = 0. Po drugi strani pa
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opazimo, da je
(ar1xby)yby = —(agxbe + ... 4 anxby,)yb;.
Ce primerjamo obe enakosti, dobimo
aox(biyby — boyby) + ... + apz(bryb, — byyby) = 0.

Po indukcijski predpostavki sledi zeleni rezultat, razen v primeru,
ko je
biyb; — biyby =0

za vse i = 2,...,n in za vse homogene elemente y € A. V tem
primeru nam lema 2.15 zagotavlja obstoj takih elementov A\; € C,
i=2,...,n,daje b = \;b1. Poleg tega je > "' ja;,xb; = 0, iz Cesar
sledi (a1 + Agag + ...+ A\pay)zby = 0 za vsak x € A. Ker je by # 0,
je a1 + Aeao + ...+ Apa, = 0. Dokaz je zakljucen. O

Rezultati, ki smo jih podali do sedaj, so posplositve Ze znanih re-
zultatov. V nadaljevanju bomo zapisali izrek, ki je nekoliko manj
predvidljiv. Obravnavali bomo enakost .. a;xb; = 0, kjer so
a; = a;, + a;, ter b; = b;, + b;; elementi algebre A in je k = 0 ali
k = 1. Raziskavo bomo razdelili na dva primera: primer, ko je lihi
del C7 = 0 in primer, ko je lihi del C; # 0. Izkaze se, da je v prvem
primeru, ko je lihi del razsirjenega centroida ni¢, problem nekoliko
bolj zapleten v primerjavi z drugim primerom. Najprej zapiSimo
lemo, kjer predvidevamo, da je C7 = 0.

Lema 2.17. Naj bo A taka asociativna pra-superalgebra, da je
Cy =01innajbo k =0 ali k = 1. Predpostavimo, da so a;,, bi, € Ao
in aj,bj, € Ay taki, da je

n m
Zizlaioxkbio = ijlahwkbh za vsak xy € Ap.
Potem je
n m
Zizlaio$kbio = ijlajla:kbjl =0 za vsak 1, € Ay,.
Dokaz. Lemo bomo pokazali s pomoc¢jo matemati¢ne indukcije. Do-

kaz bo razdeljen v dva sklopa. Najprej bomo obravnavali primer,
ko je k = 0, potem pa primer, ko je k = 1.
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Primer 1. Predpostavimo, da je k = 0. Naj bon=m =1,
alol’oblo = ahl’obh za vsak xg € Ajp. (2.2)

Namesto zg piSimo zob1,yo. Torej je ai,z0b1,y0b1, = a1,20b1,Y0b1,,
kar nas privede do enakosti

a1, (2ob1yY0)b1, = (a1ow0b1,)Y0b1, = a1, 20b1, Yobi,
za vsaka xg, yo € Ag. 1z tega sledi, da je
allxo(bloyobh — b11yob10) =0 za vsaka xg,yo € Ayp. (2.3)

Ce pomnozimo enakost (2.2) z desne strani z elementom y1by,,
Y1 € Al) je

(a1,70b1,)y1b1, = a1, (xob1,y1)b1, = ai,Tob, y1b1,-
To pomeni, da je
a1,20(b1,y1b1, — b1,y1b1,) =0 za vsaka zg € Ay, y1 € A1(2.4)

Glede na lemo 1.22 (iv) ni tezko videti, da iz enakosti (2.3) sledi
a, zoa1, = 0 za vsak xg € Ap ali by,yob1, — b1,%0b1, = 0 za vsak
yo € Ap. Podobno, iz identitete (2.4) in leme 1.22 (v) sledi, da je
bodisi aj,x1a1, = 0 za vsak x1 € A; ali by,y1b1, — b1, y1b1, =0 za
vsak y1 € Aj.

Predpostavimo najprej, da je aj,zpa1, = 0 za vsak z¢p € A, in
upoStevajmo enakost (2.2). Potem je

(a1, 20b1, ) Ao(ar, obr, ) Ao (a1, 20b1, )
= (allxobh)Ao(aloxobll)Ao(allwoblo) =0.

Ker je Ap polpraalgebra, sledi ai,z9b1;, = 0 za vsak z¢p € Ap.
Potem je tudi aj, b1, = 0 za vsak xg € Ap. Podobno vidimo, da
v primeru, ko je aj,x1a1, = 0 za vsak x; € Aj, sledi

(a1920b1y)Ao(a1yz0b1,) Ao (a1, zob1,)
= (a10x0b10)Ao(allxoblo)Ao(alowobh) =0.

Ponovno upostevajmo, da je Ay polpraalgebra, kar nas vodi do
zelene enakosti a1,x0b1, = 0 = a1, zob1, za vsak zg € Ao.
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Naj bo sedaj

bi,yob1, = b1, yob1, in bi,y1b1, = b1, y1b1,

za vsak yg € Ao ter za vsak y; € Aj. Ce primerjamo obe identiteti,
pridemo do enakosti

bi1,yb1, = b1,ybi,za vsak y € A.

V primeru, ko je by, = 0, sledi Zeleno. Torej smemo predpostaviti,
da je b1, # 0. Potem po lemi 2.15 obstaja tak element A € C, da je
b1, = Aby,. Ker je po predpostavki C' = Cp, je A = 0. To pomeni,
da je by, = 0. S tem smo pokazali Zeleno, ay,z0b1, = 0 = a1, z0b1,.

V naslednjem koraku bomo pokazali lemo za n = 1 in poljubno
naravno Stevilo m. Naj bo m > 1 in predpostavimo, da velja tr-
ditev za vsako naravno Stevilo manjse od m. Torej, obravnavajmo
identiteto

m
a1,zob1, = Zizlailxobil za vsak zg € Ajp. (2.5)

Cilj je pokazati, da sta obe strani zapisane identitete enaki nic.
Zamenjajmo v enakosti (2.5) element x z elementom by, y1, 2o €
Ao, y1 € Aq. Potem je

m
ai,zob1, y1b1, = Zizlai@obhylbil
m
= a1,Tob1,y1b1, — Zizzanwobilylbh
m
+Zi:2ai1$oblly1bi1 (2.6)
in zato je
m
a1,Z0(b1,y1b1y — b1,y1br,) = Zizzailxo(bllylbil — b, yiby,).
Glede na indukcijsko predpostavko sledi, da je
a1,70(b1, Y101, — b1,y1b1,) = 0

za vsaka xg € A, y1 € A;j. Polemi 1.22 (to¢ka (v)) je ajyx1a1, =0
za vsak x1 € Ay ali by, y1b1, — b1,y1b1, = 0 za vsak y; € Aj.
Predpostavimo najprej, da je aj,z1a1, = 0 za vsak 1 € A;. V
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enakosti (2.5) pisimo namesto xg element zpai,yo, o,y € Ao.
Torej je
m
a1,Toa1,Y0b1, = E iilailwoaloyobil-

Tako dobljeno identiteto pomnoZimo na levi strani z elementom
a1,20, 20 € Ap. Razmislek nas vodi do enakosti a1,20a1,z001,Y0b1,
= 0 za vse g, Yo, 20 € Ag. Posebej velja, da je

(a10 .’L’oblo)Ao(alowoblo)Ao(aloxoblo) =0.

Iz tega sledi a1,x0b1, = 0 za vsak z¢ € Ag, saj je Ap polpraalgebra.
Predpostavimo sedaj, da je by, y1b1, = b1,y1b1, za vsak y; € A;. S
pomocjo leme 1.22 (to¢ka (vi)) vidimo, da je by, yby, = b1,yb1, za
vsak y € A. Po lemi 2.15 je by, =0 ali by, = A\b1, zanek A € C =
Co, iz Cesar sledi by, = 0,saj A = 0. V prvem primeru se skli¢emo na
indukcijsko predpostavko, medtem ko v drugem primeru rezultat
sledi direktno.

V zadnjem koraku bomo obravnavali primer, ko sta n in m poljubni
naravni Stevili. Predpostavimo, da je n > 1 in da je trditev resni¢na
za vsako naravno Stevilo manjse od n. Cilj je pokazati, da sta obe
strani identitete

n m
Zizlaiowobio = ijlajlwobjl za vsak zg € Ag (2.7)

enaki ni¢. Zamenjajmo v enakosti (2.7) element xy € Ag z elemen-
tom x0b1,Y0, o, Yo € Ap. Potem je

Zi:2aiox0(bloyobio — bigyobi,) = ijlajlwo(bmyobjl — bj,1yob1,)

za vsaka xg,yo € Ap. Glede na indukcijsko predpostavko sta obe
strani identitete enaki ni¢, kar pomeni, da je

m m
(ijlajlxobjl )yob1, = ijl(ajlxoblo)yobjl‘
Ker trditev drzi za n = 1, sledi
m
(ijlajlxobjl)yoblo =0 za vsaka xg,yo € Ag. (2.8)

S pomocjo leme 1.22 (to¢ka (v)) vidimo, da je bodisi by,z1b1, = 0
za vsak r1 € Ay ali z;-”:lajlxobjl = 0 za vsak zg € Ag. Ce velja
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slednje, smo pokazali Zeleno. Torej predpostavimo, da je by,z1b1, =
0 za vsak z1 € A;. Potem pomnozimo enakost (2.7) z desne strani
z elementom x1b1,y1, kjer sta x1,y1 € Aj. Sledi

n m
Zi:2aiow0(bioxlbloy1) = Zj:lajlxo(bjlwlbloyl)'
Po indukcijski predpostavki je
m
(ijl%wobﬁwlbm)yl =0

za vsaka x1,y1 € Aj. Po lemi 1.22 (tocka (1)) velja, da je

m

(ijlaj1$0bj1)xlblo =0
za vsak z1 € A;. Upostevajmo Se identiteto (2.8). Potem je
m
ijl(ajlxobjl)flblo =0.

Sledi, da je Z;”:lajlwobjl =0 ali by, = 0. Ce velja slednje, je

n b m b
AinXo0; = a;, X .
§ o 10 0% E j=1 71£0Y%51

Glede na indukcijsko predpostavko je

g a;. robi, = E ai, xobi, = 0.
=1 0 09 =1 7140Y51

S tem je dokaz leme za primer k& = 0 zakljucen.

Primer 2. Naj bo k = 1. Naj bo n = m = 1. Torej je
aloxlblo = allwlbll

za vsak x1 € A;. Namesto x1 piSimo z1xg, 9 € Ap in pomno-
7mo identiteto z desne strani z elementom y; € A;. Potem je
(glozvl):vo(bloyl) = (ahanl):no(bhyl) za vsak xg € Ap in Y1 € Aj.
Ce upostevamo Se rezultat za k = 0, je a1,z120b1,y1 = 0 za vsak
y1 € A;. Po lemi 1.22 (tocka (1)) je (ai,x1)xob1, = 0. Prav tako ni

tezko preveriti (leme 1.22 (v)), da je aj,z1 = 0 ali by, Ai1by, = 0.V
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prvem primeru sledi Zeleno. Torej predpostavimo, da je by, A1b1, =
0. Potem je

(a1,21b14) A1 (a1,21b1,) A1 (a1,21b1,)
= (aloxlblo)A1(a11x1510)./41(a101‘1b11) =0.

Po lemi 1.22 (toc¢ka ii)) je a1,21b1, = 0 = a1, 21b1, za vsak x1 € A;.

V nadaljevanju pokazimo, da je trditev resni¢na za n = 1 in polju-
ben m > 1. Obravnavajmo torej enakost

m
a1, r1b1, = E i,lailwlbil za vsak z1 € Aj.

V pravkar zapisano identiteto piSimo x1xqg, xg € Ag, namesto x
in jo pomnoZmo z desne strani z elementom y; € A;. Potem je

(a1,21)z0(b1oY1) = Zizl(ailm)xo(bnyl) =0,

zg € Ag, y1 € Ai1. UposStevajmo Se rezultat za k& = 0. Potem je
ai,x120b1,4A1 = 0. Po lemi 1.22 (tocka (1)) sledi, da je (a1,21)x0b1,
= 0 za vsak xp € Ap. Glede na lemo 1.22 (to¢ka (v)) je aj,z1 =0
ali b1, A1b1, = 0. Iz prve enakosti sledi Zeleno. Predpostavimo, da
je b1, A1by, = 0. Potem je

(a1,21b1,)y1 (a1, z1b1y) 21 (a1,2101,)
= (a1021b1,)y1 ()~ @iy (@1b1g21a1,21)bi,) = 0

za vsaka y1,2z1 € A;. S pomodjo leme 1.22 (tocka (ii)) lahko hitro
vidimo, da je a,z1b1, = 0 za vsak z1 € A;.

Naj bosta sedaj n in m poljubni naravni Stevili. V identiteti
n m
Zizlaiowlbio = ijlajlwlbjl za vsak 1 € A1 (2.9)
zamenjajmo zp z elementom z1b1,Y0, Yo € Ag. Dobimo
n m
Zi:2aiox1(b10y0bio — bigyob1,) = ijlajlwl(bloyobjl — bjyobi,)

za vsak x1 € Aj. Po indukcijski predpostavki sta obe strani enaki
ni¢. To pomeni, da je

Zj:l (aj,z1b5,)yobr, = Zj:l (aj,z1b1,)y0bj,
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in zato je
m m
ijl(%wlbﬁ)yo(blozl) = ijl(ajlwlblo)yo(bjlzl)
za vsak z; € Aj. Ponovno upostevajmo dokazano trditev za k =

0, iz Cesar sledi, da je (3°7L,a;21bj, ) Aobr, A1 = 0. Po lemi 1.22
(tocka (1)) je

(ijlajlwlbjl )AOblo =0.

Glede na lemo 1.22 (tocka (v)) je

m

ijlajlxlbjl =0 ali blo-Alblo =0.
V prvem primeru je dokaz zakljuen. Predpostavimo torej, da je

b1, A1b1, = 0. Pomnozimo enakost (2.9) z elementom z1b1,y1, Y1, 21
€ A;. Sledi

n m
Zi:2aio$1(bio Zlbloyl) = Zj:lajlxl(bjl Zlbloyl)-

Po indukcijski predpostavki sta obe strani enaki ni¢. Glede na lemo
1.22 (tocka (1)) sledi, da je

(ijlaj1$1bj1)“41blo =0
in zato je
(ijlaj1$1bj1)“4blo =0.

Ker je A polpraalgebra, lahko zaklju¢imo, da je

m

ijlaj1$1bjl =0 ali blo = 0.

V prvem primeru sledi Zeleni rezultat direktno, v drugem primeru
pa upostevamo indukcijsko predpostavko.

S tem je dokaz zakljucen. O

S pomodjo pravkar pokazane leme bomo dokazali naslednji izrek.
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Izrek 2.18. Naj bo A asociativna pra-superalgebra in naj bodo a; =
aj,+a;, terb; = b;,+b;, elementi algebre A. Najbok =0 ali k = 1.
Predpostavimo, da je

n
g ‘ laizvkbi =0 za vsak x, € Ay.
1=

(i) Naj bo Cy = 0. Potem je

n n n
E Z.Zlazoivkbzo = E izlailﬂfkbio = E Z.Zlaioﬂfkbil
n
= E . ailxkbil =0
=1

za vsak T € Ay.

(ii) Naj bo Cy # 0. Potem je > ;" | a;xb; = 0 za vsak x € A. Velja

Se vec, ce je by # 0, potem obstajajo taki elementi \;, € Cp in
pi, € C1, ne vsi nic, da je Y i1 (Nig@io + piyaip) = 0.

Dokaz. (i) Iz enakosti Y ;- ja;xib; =0, 2 € Ag, sledi, da je

n n
Zizlaioxkbio + Zizlailxkbil =0 zavsak z; € A, (2.10)
n n
Zizlaioxkbil + Zizla’ilxkbio =0 zavsak z; € Ag. (2.11)

S pomodjo leme 2.17 in identitete (2.10) vidimo, da je

n n
Zizlaiol’kbio = Zizlaill’kbil =0

za vsak xp € Aj. Pomnozimo enakost (2.11) na desni strani s
poljubnim elementom y; € A;. Potem je

n n
Zi:1ai0$k(bi1 y1) + Zizlailiﬂk(bioyl) =0

za vsak zj, € Ay. Upostevajmo, da je b, y1 € Ao in bj,y1 € A;.
Potem po lemi 2.17 sledi

n n
D aigzrbi)yr = () an@xbi)yr =0

za vsak xp € Ay ter y; € A;. Glede na lemo 1.22 (tocka (i)) je

n n
Zizlaiol’kbil = Zizlaill’kbio =0

za vsak xj € Aj. S tem smo pokazali Zeleno.
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(ii) Obravnavali bomo samo primer, ko je k = 0, saj dokaz za
k = 1 poteka na podoben nacin. Naj bo 0 # A\ € (4 in naj
bo 7 tak bistven gradiran ideal algebre A, da je AiZ C A. Ker
je Mizy € Ag za vsak z1 € Iy, je > ;- ja;\x1b; = 0. Po drugi
strani pa vidimo, da je E?:1ai>\1$0bi = 0 za vsak zg € Ip.
Potem je A1 (3_1 a;ixb;) = 0 za vsak x € Z. Po lemi 2.14 sledi,
da je > ja;xb; = 0 za vsak x € Z. Iz tega izpeljemo, da je

Zn 1ai$bi =0 zavsakze A
1=

(glej npr. [2, trditev 2.1.10 in izrek 6.4.1]). To pomeni, da je

n n
E ai,xbi, + E aj,xb;; =0 in
i=1 i=1

n n
g ai,xbi, + g ai, xb;, =0
i=1 i=1

za vsak x € A. Ker je po predpostavki by # 0, je by, # 0
ali by, # 0. V obeh primerih nam izrek 2.16 zagotavlja ob-
stoj takih elementov A;, u; € C, ki niso vsi enaki ni¢, da je
E?:l(Aiaio +Miai1) = 0. PiSimo A; = )‘io + >‘i1? Hi = i + iy,
Xig» g € Co, Aiy s i, € C1. Po predpostavki je vsaj eden izmed
elementov \;,, A, tti, in p;, neniceln. Velja Se ve¢, C vsebuje
nenicelni element, ki je po lemi 2.14 obrnljiv. Ce pomnozimo
identiteto Y, (Miai, + piai;) = 0 s tem elementom, lahko
brez izgube za splosnost predpostavimo, da je vsaj eden izmed
elementov \;, f1;, neniceln. Torej je > i | (Nigaio + iy aiy) = 0.

O
Posledica 2.19. Naj bo A asociativna pra-superalgebra in naj bodo
a;, bi, ¢j,dj € A homogeni elementi. Predpostavimo, da je |a; | =
’ai2’ # ’c]i’ = ‘Cjzl; ’bil‘ = ‘bi2’ 7 ‘dﬁ’ = ‘djé‘ za vse 11,12, J1, j2 N
ijlai.%'bi + Z;n:lcjw”dj =0 zawvsak xz € A.
Potem je

" airh " ciad kzeA
Zizlaix P = ijlcjx i =0 zawvsak v € A
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Dokaz. Predpostavko lahko zapiSemo kot

n

m
Zizlaiwobi + ijlcjxodj =0 =zavsak g € Ay, (2.12)

n m
Zizlaiwlbi — ijlcjxldj =0 zavsak z; € A;. (2.13)

Naj bo C; = 0. Potem po izreku 2.18 (tocka (1)) sledi Y 7" a;xb; =
dojLiciad; =0 za vsak x € A.

V nadaljevanju predpostavimo, da je C7 # 0. S pomodcjo izreka
2.18 (tocka (ii)) vidimo, da iz enakosti (2.12) in (2.13) sledi

Z:; a;xb; +Z cjxd
ter

Z:Zlail’bi — Z;n:lcj'l’dj =0

za vsak ¢ € A. Iz tega lahko zakljufimo, da je > . ja;zb; =
Z;nzlcjxdj = 0. S tem smo pokazali Zeleno. O

Produkt superodvajanj

V nadaljevanju bomo obravnavali produkt superodvajanj na asoci-
ativnih pra-superalgebrah. Pokazali smo Ze (izrek 2.7), da produkt
dveh nenicelnih odvajanj na praalgebri ni odvajanje. Naravno se
postavi vpraSanje, ali velja podoben rezultat v primeru superodva-
janj na pra-superalgebrah. Kaj hitro vidimo, da je produkt dveh
superodvajanj stopnje 1 na pra-superalgebri superodvajanje sto-
pnje 0. To pomeni, da ne moremo pri¢akovati, da produkt dveh
superodvajanj ne more biti superodvajanje. ZapiSimo posplositev
Posnerjevega izreka.

Izrek 2.20. Naj bo A asociativna pra-superalgebra in maj bosta
d=dy+d in g = go+ g1 nenicelni superodvajanji na A. Potem
je dg superodvajangje natanko tedaj, ko je dg = go = 0 in g1 = Aody
za nek nenicelni Ay € Cy.

Dokaz. Predpostavimo, da je dg superodvajanje na algebri A. Po-

tem je dpgo + d1g1 superodvajanje stopnje 0 in dgg; + digg su-
perodvajanje stopnje 1. Obravnavajmo element (dogo + d191)(xy),
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xz,y € A. Po eni strani je

(dogo + d1g1)(zy) = dogo(wy) + d1g1(wy)
= do(g0(2)y) + do(zgo(y)) + d1(g1(x)y)
+d1(z791(y))
= do(g0(2))y + g
+x(dogo)(v))
+ di(g1(2))y + 9
+a(dig1)(y))-

o(x)do(y) + do(x)go(y)
1

)y
)(y
)y + g1(x)7d1(y) + di(z7)g1(y))
)(y

Po drugi strani pa je

(dogo + d1g1)(zy) = (dogo + d1g1)(x)y + 2(dogo + d1g1)(y)
= (dogo)(x)y + (d191)(x)y + x(dogo)(y)
+x(dig1)(y)-

Ce primerjamo obe enakosti, opazimo, da je

go(2)do(y) + do(x)g0(y)
+g1(x)7d1(y) — di(x)7g1(y) = 0 (2.14)

za vsaka z,y € A. Na podoben nag¢in obravnavamo element (dyg; +
d1g0)(xy). Po eni strani je

(dog1 + d1g0)(wy) = dogi(xy) + digo(wy)
= do(g1(2)y) + do(z7g1(y)) + d1(go(x)y)
+di(zg0(y))
= do(g1(2))y + g1(z)do(y) + do(z7)g1(y)
+27do(g1(y)) + d1(go(x))y + go(x)7d1(y)
+d1(z)go(y) + 27d1(g90(y)),

po drugi strani pa je

(dog1 + d1g0)(zy) = (dog1 + digo)(x)y + x° (dog1 + d1go)(y)
= (dog1)(2)y + (d1go)(x)y
+27(dog1)(y) + 27 (d190)(y)-
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S pomocjo obeh identitet pridemo do enakosti
g1(x)do(y) + do(x)"g1(y)
+90(z)7d1(y) + di(2)go(y) = 0 (2.15)

za vsaka z,y € A. Zamenjajmo v identitetah (2.14) in (2.15) ele-
ment y z elementom yz, z € A. Ni tezko videti, da je potem

go(z)ydo(2) + do(w)ygo(2) + 91(x)7y d1(2) — di(z) Yy g1(2) = 0
g1(x)ydo(2) + do(x)y? g1(2) + go()7y7d1(2) + d1(x)ygo(z) = 0

za vse x,y, z € A. Glede na posledico 2.19 sledi

go(w)ydo(2) + do(x)ygo(z) = 0, (2.16)
91(2)7yd1(z) — di(2)yg1(2) = 0, (2.17)
g1(z)ydo(z) + di(z)ygo(z) = 0, (2.18)
do()7yg1(2) + go(z)7yd1(2) = 0 (2.19)

za vsak y € A in poljubna homogena elementa x,z € A.

Po enakosti (2.16) je

(9o(x)ydo(2))wdy (u) = —do(x)y(go(z)wdo(u))
= do(z)(ydo(z)w)go(u) = —go(z)ydo(2)wdo (u),

in zato je go(z)ydo(2)wdy(u) = 0 za vse z,y,z,w,u € A. Posebe]
velja

(90(z)Ado(2)).A(go(x).Ady(2)) = 0.

Ker je A polpraalgebra, sledi go(x)Ady(z) = 0 za vsaka z,z €
A. Predpostavimo, da je superodvajanje dy razlicno od 0. Potem
obstaja tak homogen element z € A, da je dy(z) # 0. Ker je A pra-
superalgebra, iz enakosti go(z)Ady(z) = 0, x,z € A, sledi go = 0.
Ker je po predpostavki g # 0, je g1 # 0. S pomodjo relacije (2.18)
vidimo, da je

(91(2)ydo(2))wdp(u) = —do(2)y(g1(2)wdo(u))
= do(2)(ydo(2)w)g1(u) = —g1(x)ydo(z)wdo(u)

in zato je g1(z)ydo(z)wdp(u) = 0 za vse z,y, z,w,u € A. Posebej
velja

(91(2)Ado(2))A(g1 (7). Ado(2)) = 0,
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iz Cesar sledi g1 (z)Adp(z) = 0. To pa je v nasprotju s tem, da je
dy # 01in g1 # 0. S tem smo pokazali, da je dg = 0 in podobno
go = 0. Sledi dy # 0 ter g1 # 0. Naj bo z € A tak homogen
element, da je dj(x) # 0. Glede na enakost (2.17) je dy (z)yg1(z) =
g1(z)yd;y (z) za vsak y € A. Lema 2.15 nam zagotavlja obstoj takega
elementa \g € C, da je g1(x) = Aodi1(z). Velja Se ve€, Ao pripada
sodemu delu razsirjenega centroida C, saj sta elementa g1 (z) in
dy () iste stopnje. Vidimo, da lahko potem enakost (2.17) zapiSemo
kot dy(z)A(g1(z) — Modi(z)) = 0 za vsak z € A. Iz tega sledi, da je
91(2) = Aod1(2) za vsak z € A, saj je A pra-superalgebra. Velja Se
veé, A\g # 0, saj je g1 # 0.

Predpostavimo, da je dy = gg = 0 in g1 = Apd; za nek nenicelni
Ao € Cy. Potem ocitno sledi, da je dg superodvajanje. S tem je
dokaz zakljucen. O

Super-bidodvajanja

Pokazali smo Ze (izrek 2.9), da je vsako biodvajanje B na nekomu-
tativni praalgebri oblike B(z,y) = Az, y], kjer je A element razsir-
jenega centroida praalgebre. Ob tem se naravno zastavlja vprasa-
nje o karakterizaciji super-biodvajanja na pra-superalgebri. Tako
bomo v nadaljevanju podali rezultat, ki je posploSitev izreka o ka-
rakterizaciji biodvajanj na praalgebrah. Najprej zapisimo definicijo
super-biodvajanja.

Definicija 2.21. Naj bo A superalgebra. Bilinearna preslikava B :
A x A — A je super-biodvajanje, ce velja:
(i) za vsak xo € Ag sta preslikavi x — B(xg,z) in x — B(x,z)
superodvajangi stopnje 0;
(i1) za vsak x1 € Ay sta preslikavi x — B(z1,z) in  — B(z,21)°
superodvajangi stopnje 1.
Preslikava « — B(z,x1)? je superodvajanje stopnje 1, e je

B(zy,z1) = B(z,21)y’ + xB(y,x1) za vsaka x,y € A.

Izrek 2.22. Naj bo A asociativna pra-superalgebra, ki ni super-
komutativna. Ce je B super-biodvajanje na A, potem obstaja tak
element Ao € Cp, da je B(z,y) = Xolz,y|s za vsaka z,y € A.
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Dokaz. Najbodox = xg+x1,y =yo+y1,2 = 20+21 in v = vg+v1
elementi superalgebre A. Oglejmo si izraz B(zy, zv). Potem je

B(zy, zv)

(

(zoyo + 211, 20) + B(zoy1 + z1Y0, 20)
(zoyo + z1y1, 2)v + 2B(w0yo + 2191, 0)
(
(

+

B
B
B(woy1 + w130, 2)v + 27 B(xoy1 + 130, v)
B

0, 20)Y0v + 2o B(Yo, z0)v + B(z1, 20)y1v + 1B (Y1, 20)v
+ B(z0, 21)yov + 2o B(yo, 21)v — B(z1, 21)y10 + 21B(y1, 21)v
+ 2B (w0, v0)yo + 270 B (Yo, vo) + 221 B(y1,v0) + 2B (71, v0)y1
+ 2B(z0,v1)y0 + 220 B(yo, v1) + 221 B(y1,v1) — 2B(z1,01)y1
+ xoB(y1, 20)v + B(xo, 20)y1v + B(x1, 20)yov + 1B (yo, 20)v
+ 20B(y1, 21)v — B(2o, 21)y1v + B(21, 21)y0v + 21B(yo, 21)v
+ 2%20B(y1,v0) + 27 B(x0,v0)y1 + 2°x1B(yo, vo) + 27 B(x1,v0)yo
+ 2720 B(y1,v1) — 27 B(20,v1)y1 + 27 B(21,v1)y0 + 2721 B(y0, v1).

Po drugi strani pa ni tezko preveriti, da je

B(zy, zv)

xy, 20V + z1v1) + B(xy, 20v1 + 21v0)

+

B
B
B(x, zgv1 + z1v0)y° + xB(y, zov1 + 2100)
B

(
(
(x, zovo + z1v1)y + = B(y, 20v0 + 21v1)
(
(

X0, 20)v0y + 20B(xo, v0)y + B(xo, 21)v1y + 21 B(x0,v1)y
+ B(z1, z0)voy + z0B(x1,v0)y + B(x1,21)v1y — 21B(21,v1)y
)
)

+ B(zg, z0)v1y° + 20B(z0,v1)y’ + B(zo, 21)voy’ + 21 B(x0,v0)y’

+ .’L’B(yo, ZQ)UO + $ZQB(y0, Uo) + .’L’B(yo, 21)?)1 + wle(yo, V1
+ xB(yl, ZQ)UO + $ZQB(y1, Uo) + xB(yl, 21)?}1 — wle(yl, V1

+ B(x1,20)n1y° + z0B(x1,v1)y° + B(x1, 21)voy° — z21B(x1,v0)y°
+ x20B(yo,v1) + 2B (Yo, 20)v1 + B (Yo, 21)vo + 2218 (yo, vo)
+ x20B(y1,v1) + 2B (y1, 20)v1 + xB(y1, 21)vo — £21B(y1, v0)-

Ce primerjamo zgornji dve enakosti, vidimo, da je
B(z, 20)[y, v]s + B(x, 21)[y”, vls (2.20)
= [wv ZU]SB(yh U) + [wv Z]SB(y()a U)
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za vse x,y,2,v € A. Naj bosta y; = z; = 0. Potem iz pravkar
zapisane enakosti (2.20) sledi B(z, z0)[yo,v] = [z, 20]B(yo,v) za
vse x,v € A, 20,y0 € Ag. Zamenjajmo v tej identiteti element v
z elementom wv, w € A. Pri tem upoStevajmo, da je [yg,wv] =
[yo, w]v + wlyo, v] in B(ye, wv) = B(yo, w)v + wB(yo, v). Potem je

B(x, z0)w[yo, v] = [z, z0]wB(yo, v) (2.21)

za vse x,v,w € A, yo, 20 € Ag. Na podoben nadin, ée je yg = z9p =
0, glede na enakost (2.20) sledi B(z,z1)[y1,v]s = [z,21]sB(y1,v)
za vse z,v € A, z1,y1 € A;1. Ponovno z zamenjavo elementa v z
elementom w’v, w € A, pridemo do enakosti

Bz, z1)wyr,v]s = [z, 21]swB(y1,v) (2.22)

za vse z,v,w € A, y1,2z1 € Aj.

Predpostavimo najprej, da je [Ao,.A1] # 0. Potem obstajata taka
elementa ag € Ag in a1 € Aj, da je [a1,a9] # 0. Glede na iden-
titeto (2.21) je B(a1,ap)wla1, ao] + [a1,a0lwB(ag,a1) = 0 za vsak
w € A. S pomodjo izreka 2.16 sledi, da sta B(aj,ag) in [a1, ag]
linearno odvisna elementa nad razsirjenim centroidom C'. Velja Se
ved, ker je [a1,ap] # 0 in sta oba elementa homogena stopnje 1, ob-
staja tak A\g € Cp, da je B(ai,ag) = Aola1, agl. 1z tega sledi, da je
[a1, aplw(B(ag,a1) + Aola1,ag]) = 0. Ker je A pra-superalgebra in
je [a1,a0] # 0, je B(ap,a1) = —Xola1, ap]. Glede na enakosti (2.21)
in (2.22) sledi, da je

[a1, ag) A(B(yo,v) — Xolyo,v]) =0 ter
(a1, ao) A(B(y1,v) — Aoly1,v]s) = 0.

Potem ocitno sledi, da je
B(yo,v) = Xo[yo,v] in B(y1,v) = Xo[y1,v]s.

Zapisano drugace, B(y,v) = Ao[y, v]s za vsaka y,v € A.

V nadaljevanju predpostavimo, da je [Ag,.41] = 0. Po lemi 1.22
(tocka (vii)) je A bodisi komutativna kot algebra bodisi trivialna
superalgebra. Ce velja slednje, je A = Ay nekomutativna algebra,
saj algebra A po predpostavki ni superkomutativna ([A,.4g] # 0).
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Potem Zeleni rezultat sledi po izreku 2.9. Po drugi strani pa re-
zultat sledi iz enakosti (2.21), pri ¢emer uporabimo podoben ar-
gument kot zgoraj. Torej smemo predpostaviti, da je algebra A
komutativna. Naj bo z; = 0. Glede na enakost (2.20) sledi, da
je B(x,z0)ly,v]s = 0 za vse z,y,v € A in zy € Ap. Potem je
B(z, z0)Aly,v]s = 0, pri ¢emer upoStevamo komutativnost alge-
bre A. Ker je A pra-superalgebra, ki ni superkomutativna, sledi
B(x,z9) =0zavsexz € Ain 29 € Ap. Naj bo sedaj y; = 0. Po ena-
kosti (2.20) velja [z, 2]sB(yo,v) = 0 za vse v,x,z € Ag in yp € Ap.
Ponovno upostevamo predpostavko, da algebra A ni superkomuta-
tivna, iz Cesar sledi B(yp,v) = 0 za vse v € A in yg € Ap. S tem
smo pokazali

B(A, Ap) = B(Ap, A) =0.
Glede na relacijo (2.22) je

B(xy, z21)wlyr, vi]s = [x1, 21]swB(y1, v1) (2.23)

za vse x1,21,y1,v1 € A, w € A. Ker je [A1, A1]s # 0, obsta-
jata taka elementa aj,by € Aj, da je [a1,b1]s # 0. Potem je
B(ay,b)wlay,b1]s = [a1,b1]swB(a1,b1), iz Cesar po lemi 2.15 sledi
B(ay,b1) = Xola1,b1]s za nek A\g € Cy. Glede na identiteto (2.23)
je B(x1,z1)wlai, bi]s = [z1, 21]swAoa1, b1]s in zato je

(B(I‘l, 2’1) — )\0[1‘1, zl]s)w[al, bl]s =0

za vse 11,21 € A1, w € A. Ker je A pra-superalgebra in je [a1, b5
# 0, sledi B(z1,21) = X\olz1, 21]s za vsaka x1,21 € A;. S tem smo
pokazali Zeleno. O

Funkcijska identiteta v superalgebrah

Konec tega poglavja bomo namenili posplositvi izreka 2.11 o karak-
terizaciji aditivnih komutirajoc¢ih preslikav na praalgebrah na po-
drocje superalgeber. Obravnavali bomo preslikavo f na pra-super-
algebri A, za katero velja f(Ao) C Ao, f(A1) C Ay in [f(x),y]s =
[z, f(Y)]s, z,y € A.

Izrek 2.23. Naj bo A asociativna pra-superalgebra. Predpostavimo,
da je preslikava f : A — A taka, da je f(Ag) C Ao, f(A1) C Ay
in [f(x),yls = [z, f(y)]s za vsaka x,y € A. Potem obstaja \g € Cy
in taka preslikava po : A — Cy, da je f(x) = Nz + po(x) za vsak
x e A
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Dokaz. Dokaz poteka na podoben nacin kot dokaz izreka 2.11. Ni
tezko preveriti, da je

B($7y) = [f($)7y]s = [$7f(y)]s

super-biodvajanje. V primeru, ko je superalgebra A superkomuta-
tivna, je po lemi 1.22 (tocka (viii)) A; = 0, A pa je komutativna.
Potem izberemo na primer A\g = 0 ter po = f in dokaz je koncan.

V nadaljevanju predpostavimo, da A ni superkomutativna. Glede
na izrek 2.22 obstaja tak \g € Cy, da je [f(x),y]s = o[z, y]s za
vsaka z,y € A. To pomeni, da je [f(z)— Aoz, A]s = 0. Najbox € A
inu = f(z) — Az € A. Vidimo, da je [ug, A]s = 0 ter [ug, A]s = 0.
Prvo enakost lahko pisemo kot [ug, . A] = 0, kar pomeni, da je ug €
Cy. Glede na drugo identiteto je w1z + x1up = 0 za vsak x1 € Aj.
Razmislimo, da je potem tudi u% = 0 in zato je w1 A1u; = 0,
saj je ufug, Ai]s = 0. Ce je u; € Ay, po lemi 1.22 (tocka (ii))
sledi u; = 0. Predpostavimo, da je u; ¢ A. Potem obstaja tak
bistven gradiran ideal Z algebre A, da je Zu; C A. Iz tega sledi,
da je Zoui A1Zopus C ZouiAjug; = 0. Po lemi 1.22 (tocka (ii)) sledi
Zouy = 0. Prav tako opazimo, da je Zyui AgZiur € Zyuir Ajug = 0.
Ker je Ag polpraalgebra, je Zyu; = 0. Torej je Zuy = 0, iz fesar
sledi, da je u; = 0. S tem smo pokazali, da je u = ug € Cy. To
pomeni, da preslikava g : © — f(z) — Aoz slika iz superalgebre A
v sodi del razsirjenega centroida Cy. Dokaz je zakljucen. O
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V tem poglavju se bomo posvetili obravnavi jordanskih preslikav
algeber, superalgeber in gradiranih algeber. Ze Herstein se je pred
pribliZzno petdesetimi leti ukvarjal z vpraSanjem povezave med ho-
momorfizmi oziroma odvajanji asociativne algebre A in homomor-
fizmi oziroma odvajanji jordanske algebre AT. Ob tem se naravno
postavi vpraSanje, ali so rezultati v zvezi z jordanskimi preslikavami
na superalgebrah oziroma gradiranih algebrah analogni.

Poglavje je razdeljeno na dva dela. V prvem delu bomo predstavili
klasi¢en Hersteinov rezultat o jordanskih homomorfizmih algeber in
posploSitev tega izreka na jordanske superhomomorfizme superal-
geber ter jordanske e-homomorfizme gradiranih algeber. V drugem
sklopu tega poglavja pa se bomo posvetili jordanskim odvajanjem
algeber in razsiritvi Hersteinovega rezultata na jordanska superod-
vajanja superalgeber ter jordanska e-odvajanja gradiranih algeber.
Poglavje je v vedji meri povzeto po ¢lankih [18, 20, 22].

3.1 Jordanski superhomomorfizmi

V tem razdelku bomo predstavili rezultate o jordanskih homo-
morfizmih algeber in jordanskih superhomomorfizmih superalge-
ber. Najprej zapisimo definicijo jordanskega homomorfizma.

Definicija 3.1. Naj bosta A in B asociativni algebri. Jordanski
homomorfizem je ®-modulski homomorfizem ¢ : B — A, ce je

p(roy)=p(®)op(y), z,ye€bB.

Homomorfizmi in antihomomorfizmi so primeri jordanskih homo-
morfizmov. Naravno se poraja vprasanje: pod katerimi pogoji velja
obratna zveza? Klasi¢en Hersteinov izrek poda odgovor na to vpra-
Sanje.

29



3 | Jordanske preslikave

Izrek 3.2. [33] Naj bo A praalgebra, B algebra in ¢ : B — A
surjektivni jordanski homomorfizem. Potem je o homomorfizem ali
antihomomorfizem.

Kasneje je Bresar v ¢lanku |5] posplosil ta rezultat na polpraalge-

bre.

Izrek 3.3. |5] Naj bo A polpraalgebra, B algebra in ¢ : B — A
surjektivni jordanski homomorfizem. Potem obstajata taka ideala
U inV algebre B, da je p(uz) = p(u)p(x) in p(vx) = p(x)e(v)
za vse x € B, u € U ter v € V. Se vecd, ideal U +V je bistven
ideal algebre B, U NV = Kerp, pU) in ¢(V) sta ideala algebre
A, oU) N (V) = 0 in oU) & p(V) je bistven ideal algebre A.
Ce jelUd = Keryp, je ¢ antihomomorfizem. Ce je V = Keryp, je ¢
homomorfizem.

V nadaljevanju bomo predstavili posplositev klasi¢nega Hersteino-
vega izreka o jordanskih homomorfizmih na superalgebre. Se prej
pa vpeljimo pojme: superhomomorfizem, superantihomomorfizem
in jordanski superhomomorfizem.

Definicija 3.4. Naj bosta A in B asociativni superalgebri. Potem
je ®-modulski homomorfizem ¢ : B — A superhomomorfizem, ce

je ¢(Bo) € Ao, ¢(B1) C Ay in

p(zy) = p()e(y), =,y € BoU B1.

Definicija 3.5. Naj bosta A in B asociativni superalgebri. Potem
je ®-modulski homomorfizem ¢ : B — A superantihomomorfizem,
ce je (,D(B(]) - .A(], (,D(Bl) - ./41 m

olay) = (=) Wp(y)p(@), 2,y € BoUB.

Superhomomorfizem je homomorfizem superalgeber. V primeru, ko
je lihi del superalgebre enak ni¢, pojem superantihomomorfizma
sovpada s pojmom antihomomorfizma.

Definicija 3.6. Naj bosta A in B asociativni superalgebri. Potem
je ®-modulski homomorfizem ¢ : B — A jordanski superhomomor-
fizem, ce je p(Bo) C Ao, p(B1) C Ay in

o(zosy) = p(x)osp(y), =,y € BoU By.
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V primeru trivialnih superalgeber koncept jordanskega superho-
momorfizma sovpada s konceptom jordanskega homomorfizma. Su-
perhomomorfizmi in superantihomomorfizmi so primeri jordanskih
superhomomorfizmov. V nadaljevanju bomo podali nekaj primerov
netrivialnih superantihomomorfizmov in netrivialnih jordanskih su-
perhomomorfizmov, torej takih, ki niso niti superhomomorfizmi niti
superantihomomorfizmi superalgeber (glej [1]).

Primer 3.7. V splosnem superantihomomorfizem med dvema aso-
ciativnima superalgebrama B in A ni antihomomorfizem med al-
gebrama B in A. Velja pa naslednje: Naj ® vsebuje tak element
i, da je i> = —1 in definirajmo preslikavo ¢ : A — A s predpisom
(zo+x1) = x0+iT1, T9 € A9, 1 € A1. P-modulski homomorfizem
¢ : B — A, ki ohranja Zo-gradacijo, je superantihomomorfizem su-
peralgeber natanko tedaj, ko je ¢ o ¢ antihomomorfizem algeber.

Primer 3.8. Naj bo ¢ : M,(®) — M,(®) antihomomorfizem.
Potem je preslikava ¢ : M(r) — M (r), definirana s predpisom

¢< >_

superantihomomorfizem.
Primer 3.9. Naj bo A asociativna superalgebra s superinvolucijo
*. Preslikava * je primer superantiavtomorfizma na A.

AB
CD

(D) —(B)
P(C) ¥(A)

)

Primer 3.10. Naj bo A superalgebra, ki je komutativna kot alge-
bra (na primer A = Q(1)). Nadalje, naj bo ag € A in definirajmo
preslikavo ¢ : A — A's predpisom ¢(xg+x1) = xo+aoz;. Potem je
¢ jordanski superhomomorfizem, ki ni nujno superhomomorfizem
niti superantihomomorfizem.

Primer 3.11. Naj bo v € & tak obrnljiv element, da je v #
+1 in definirajmo ¢ : Q(«, ) — Q(«a,B) s predpisom @(Ag +
Auv 4+ Agu 4+ A3v) = Ao + Adquv + Aoyu + A3y~ tv. Potem je ¢
jordanski superhomomorfizem, ki ni niti superhomomorfizem niti
superantihomomorfizem.

Zadnja dva primera kaZeta na to, da lahko netrivialni jordanski su-
perhomomorfizmi obstajajo tudi na asociativnih superalgebrah. V
obeh opisanih primerih nastopata asociativni superalgebri, katerih
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sodi del je komutativen. IzkaZe se, da so to pravzaprav edine asoci-
ativne pra-superalgebre, kjer obstajajo netrivialni primeri jordan-
skih superhomomorfizmov. Beidar, Bresar in Chebotar so pokazali
naslednji izrek.

Izrek 3.12. [1] Surjektivni jordanski superhomomorfizem, ki slika
1z poljubne asociativne superalgebre v asociativno pra-superalgebro,
katere sodi del je nekomutativen, je bodisi superhomomorfizem bo-
disi superantihomomorfizem.

Naravno se postavi vprasanje glede posplogitve zapisanega rezul-
tata na gradirane algebre, kar bo predstavljeno v poglavju, ki sledi.

3.2 Jordanski e-homomorfizmi

Ze sam naslov nakazuje, da se bomo v nadaljevanju ukvarjali z
jordanskimi preslikavami gradiranih algeber, konkretno, z jordan-
skimi e-homomorfizmi. Prou¢ili bomo, kaksna je zveza med jordan-
skimi e-homomorfizmi in e-homomorfizmi ter e-antihomomorfizmi.
Dejansko gre za posplositev izrekov o jordanskih homomorfizmih
algeber in jordanskih superhomomorfizmih superalgeber. V dokazu
glavnega izreka so uporabljene podobne metode kot v ¢lanku [1].
Velja pa omeniti, da so na dolocenih mestih opazne razlike, saj se
v primeru gradiranih algeber pojavijo nekateri posebni primeri, ki
jih v teoriji superalgeber ni potrebno posebej obravnavati.

Naj bosta A in B vseskozi asociativni algebri gradirani z grupo
G, € pa naj bo fiksen bikarakter za G. Preslikava ¢ : B — A
je homogena, ¢e je ¢(By) € Ay za vsak g € G. V nadaljevanju
bomo zapisali definicijo e-homomorfizma, e-antihomomorfizma ter
definicijo jordanskega e-homomorfizma.

Definicija 3.13. Homogen ®-modulski homomorfizem ¢ : B — A
je e-homomorfizem, ce je

p(zy) = p(x)p(y), z,y € H(B).

Vsak e-homomorfizem je homomorfizem gradiranih algeber.

Definicija 3.14. Homogen ®-modulski homomorfizem ¢ : B — A
je e-antihomomorfizem, ce je

p(zy) = e(z, Y)p(y)e(x), x,y € H(B).
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Definicija 3.15. Homogen ®-modulski homomorfizem ¢ : B — A
je jordanski e-homomorfizem, ce je

p(z ocy) = () oc p(y), x,y € H(B).

Seveda so e-homomorfizmi kot tudi e-antihomomorfizmi primeri
jordanskih e-homomorfizmov. Ob tem se zastavi vpraSanje, ali so
ti primeri edini moZni primeri.

Naj bo A gradirana algebra. ZapiSimo nekaj identitet, ki jih bomo
v nadaljevanju potrebovali:

[2y, 2le = z[y, 2]e + €(y, 2)[7, 2]ey, x,y € H(A), (3.1)
[, yle, 2]le = o (y oc 2) — €(z,y)y 0 (T oc 2), z,y € H(A), (3.2)
2yzy = (yoc @) ocy — e(y, )z 0c Y, © € H(A), y € H(A3})

Naj bosta A in B gradirani algebri in ¢ : B — A surjektivni jor-
danski e-homomorfizem. Nadalje, naj bosta

7(2,y) = (zy) — p(2)e(y),
w(z,y) = p(zy) — (@, y)p(y)p(r)

za vse x,y € H(B). V primeru, ko je eden izmed elementov = in
y vsebovan v By, je w(z,y) = ¢(zy) — ¢(y)p(z). Seveda je ¢ e
homomorfizem natanko tedaj, ko je 7(z,y) = 0 za vsaka x,y €
H(B). Prav tako velja, da je ¢ e-antihomomorfizem natanko tedaj,
ko je w(z,y) = 0 za vsaka x,y € H(B).

7 direktnim rac¢unom lahko preverimo, da za vse elemente x,y, z €
H(B) veljajo naslednje Stiri enakosti

T(z,y) = —e(2,y)7(y, ), (3.4)
w(z,y) = —€(z,y)w(y, z), (3.5)
T(zy,2) — 7(z,y2) = @(2)7(y, 2) — 7(z,y)p(2), (3.6)
w(zy, 2) —w(z,y2) = e(r,y2)w(y, 2)p(z) — e(ry, 2)p(2)w(2,6B)7)

S pomodcjo enakosti (3.4) ni tezko videti, da za poljubna elementa
g,h € G velja 7(Ay, Ap) = 0 natanko tedaj, ko je 7(Ap, Ag) = 0.
Prav tako je w(Ay, Ap) = 0 natanko tedaj, ko je w(Ap, Ay) = 0
(enakost (3.5)). Ce upostevamo identiteto (3.2), je ¢([[z, y]e, 2]c) =
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o(xoe(yoez))—€(z, y)p(yoe (roe2)). Glede na definicijo jordanskega
e-homomorfizma takoj sledi

e([[z, yle, 2le) = [lp(), p(W)]e, p(2)]e- (3.8)

Lema 3.16. Naj bodo p,q,r,s € G. Potem velja:

(1) Ce je T(Bpg, Brs) =0, je [T(Bp, By), Arsle =
[Apq, T(Br, Bs)]e = 0.

(i) Ce je wW(Bpg, Brs) = 0, je [w(Bp, By), Arsle =
[Apg, w(Br, Bs)]e = 0.

Posebej velja: ce je T(Bpg, Brs) = 0 ali w(Bpg, Brs) =0, je
[T(Bp7 Bq)7w(67“7 BS)]E =0.

Dokaz. (i) Predpostavimo, da je 7(Bpq, Brs) = 0. Potem je tudi
T(Brs, Bpg) = 0. Naj bodo x € By, y € By in z € B,s. Ker je
[$ay]e € qu, je

ez) = e(zy, 2)p(z[, yle)
() — e(zy, 2)(2)p ([, yle)
[o(l2, yle), p(2)]e-

Primerjajmo pravkar zapisano relacijo z enakostjo (3.8). Po-
tem je

e[z, yle, 2e) = ¢

I
<

[e([2,yle) — [p(), p(y)]e, p(2)]e = 0.

Ker je o(z oc y) = ¢(x) oc ¢(y), je [T(z,y),0(2)]le = 0 za
vse x € By, y € By, z € Bys. S tem smo pokazali, da je
[T7(Bp, By), Arsle = 0. Posebej velja

[7(Bp, By),w(Br, Bs)]e € [7(Bp, By), Arsle = 0.

Analogno lahko pokazemo enakost [A,q, 7(B, Bs)]e = 0.
(ii) Najbosedajw(Bpq, Brs) = 0. Ker je prav tako w(B;s, Bpq) = 0,
je

e[z, yle, 2le) = e(zy, 2)p(2)e([x, yle) — o[z, yle)p(2)
= —[QO([I', y]e)a ()0(2)]5
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za vse ¢ € By, y € By in z € Bys. Glede na enakost (3.8) in
predpostavko, da je ¢ jordanski e-homomorfizem, sledi, da je
[w(Bp, By), Arsle = 0. Na podoben nacin lahko pokazemo, da
je [Apg, w(By, Bs)]e = 0. Potem je

[T(pr‘BQ)vw(BT’BS)]E g [quvw(BT’Bs)’]E =0.

O

Od sedaj naprej naj bo A taka gradirana praalgebra, da je [A;1, A;]
# 0. Pokazali bomo nekaj lem, ki jih bomo kasneje pri dokazu
glavnega izreka potrebovali.

Lema 3.17. Ce je 7(B1,B+) =0, je ¢ e-homomorfizem.

Dokaz. Ker je 7(B1,B4) =0, je tudi 7(B4, B1) = 0. Posebej velja,
da je 7(Byr, B1) = 0 za vse p,r € G_. Glede na lemo 3.16 (i) sledi
[7(Bp, Br), A1]le = 0 za vse p,r € G_. Torej je

[T(B-,B-), A1l =0. (3.9)
Naj bodo z,y € H(B-) in z € B;. Glede na enakost (3.1) je

[T(2, y)p(2), p(2)]e = 0.

S pomodjo relacije (3.6) sledi, da element ¢(x)7(y, z) e-komutira z
elementom ¢(z). To pomeni, da je

[A-7(B-,2),¢(2)]e = 0 (3.10)

za vsak z € By. Naj bosta u € H(A) in v € H(A_). Ocitno je
uv € H(A_). S pomodjo enakosti (3.1) in (3.10) izpeljemo

0 = [uvt(y,x), p(x)]e — ufor(y, x), ()]
= e(vyz, x)[u, o(z)]cvr(y, x)

za vse y € H(B_) in z € B;. Potem velja, da je
[As, o(x)]eA-T(B-,z) =0 (3.11)

za vsak = € Bji. Na podoben nacin s pomocjo identitet (3.6) in
(3.9) pokazemo, da element 7(z,y)p(z) e-komutira z elementom
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o(z) za vse © € By, y,z € H(B-). Pri tem upostevamo, da je
[o(x)T(y, 2), o(x)]e = 0 (glej enakost (3.1)). S pomocjo enakosti
(3.4) ni tezko videti, da potem tudi 7(y,z)¢(z) e-komutira z ele-
mentom ¢(z). To pomeni, da je

[T(B—,2) A, p(x)]e = 0

za vsak x € Bi. Ponovno upostevajmo enakost (3.1) in lastnost, da
je vu € H(A-). Torej velja

0 = [r(y, x)vu, p(z)]c—e(u, 2)[r(y, )v, o(x)]ew = 7(y, 2)v[u, p(z)]c
zavse y € H(B_) in x € By. Iz tega sledi, da je
T(B-,z)A_[Ay, o(z)]e =0 (3.12)

za vsak x € B;. Primerjajmo pravkar dobljeni enakosti (3.11) in
(3.12) ter pri tem uporabimo trditev leme 1.31 (tocka (iii)). Iz tega
sledi, da je za vsak x € B; bodisi 7(B_,z) = 0 ali [A4,¢(x)]e =
0. Ker grupa B; ne more biti unija svojih pravih podgrup in je

[A1, Ai] # 0, je
7(B_,B;) = 0. (3.13)

Posebej velja 7(Bpy, B1) = 0 za vse p € G_ in r € G. Ponovno
upostevamo lemo 3.16 (tocka (1)), iz ¢esar sledi [7(B,, B;.), A1]e = 0.
Torej je

[r(B-,B), A]e = 0. (3.14)

Glede na enakosti (3.6), (3.13) in (3.14) vidimo, da je [7(z,y)p(2),
Aile =0zavsex € H(B-), y € H(By) ter z € By.

Nadalje, s pomodjo relacij (3.1) in (3.14) ni tezko preveriti, da je
T(z,y)[¢(2), A1]e = 0. Upostevajmo Se enakost (3.14) in lastnost
[A1, A1] € A;. Potem sledi

T(B-, By)[Ar, Al] = [A1, Ai]7(B-, B) = 0. (3.15)

Naj bodo sedaj z,z € H(B) in y € H(B-). PomnoZzimo enakost
(3.6) z desne strani (nato pa Se z leve strani) z [A;,.A;]. Pri tem
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upostevajmo Se enakosti (3.4) in (3.15). Potem je 7(z,y)p(2)[A1,
A1l =0 in [Ay, Ai]e(2)1(y, 2) = 0. Iz tega sledi, da je

T(By, Bo) A [Ar, A = [Ar, Al AT (By, B-) = 0.

Glede na lemo 1.31 (tocka (iv)) opazimo, da je 7(By,B_) = 0 ali
[A1, A1] = 0. Ker je po predpostavki [A1,.A1] # 0, je

S ponovno uporabo enakosti (3.6) pridemo do identitete 7(z, y)p(
=0zavsez,y € H(By) in z € H(B_). Potem je 7(B4,B+)A_

0. Glede na lemo 1.31 (tocka (ii)) sledi bodisi A- = 0 bodisi
7(B+,B4+) = 0. Predpostavimo najprej, da velja slednje. Torej

(B4, B_) = 0. (3.16)
z)

T(B+,B+) =0. (317)
Potem s pomocjo leme 3.16 (tocka (i)) opazimo, da je
[T(B-,B-),A]c =0. (3.18)

Naj bodo z,y € H(B-) in z € H(B4). S pomocjo enakosti (3.6),
(3.16), (3.17) ter (3.18) vidimo, da je [7(x,y)p(z), At]c = 0. Z upo-
rabo identitet (3.1) in (3.18) ni tezko preveriti, da je 7(z,y)[¢(2),
Aile = 0. Torej je

T(Bf, Bf)[AJr, ./4+]E =0. (319)
Glede na enakost (3.18) opazimo, da je prav tako
T(B_,B_) A [AL, ALl = 0. (3.20)

V nadaljevanju naj bodo z,y, z € H(B-). Pomnozimo enakost (3.6)
na desni strani z [A4, A4 ].. Pri tem upostevajmo relaciji (3.16) in
(3.19). Torej je

(2, y)p(2)[Ap, Atle = 0.

S tem smo pokazali da je
7(8*7 B*)A* [A+7 AJr]E = 07
kar nas skupaj z enakostjo (3.20) vodi do identitete

T(B_,B_)A[Ay, AL). = 0.
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Ker je A gradirana praalgebra z lastnostjo [A1, A1] # 0, je
T(B-,B-) =0.

Iz pokazanega sledi, da je ¢ e-homomorfizem.

Predpostavimo sedaj, da je A_ = 0. Potem je 7(B_,B_-) = 0. S
pomocjo enakosti 7(B4,B1) = 0 in leme 3.16 (tocka (i)) ni tezko
sklepati, da je

[7(B+, By), Ai]e = 0. (3.21)

Glede na enakost (3.6) opazimo, da je [7(z,y)p(z), A1]e = 0 za vse
x,y € H(B4) in z € B;. Potem s pomocjo identitet (3.1) in (3.21)
pridemo do enakosti

T((L’, y)[@('z% Al]e =0.
To pomeni, da je
T(B4,B1)[A1, A1l = 0. (3.22)

Naj bodo z,y,z € H(By). Ce pomnozimo enakost (3.6) na desni
strani z [A1,.4;] ter upoStevamo identiteto (3.22), vidimo, da je
7(By, B1)A [ A1, A1l = 0. Ker je A = A, gradirana praalgebra in
je [A1, A1] # 0, je T7(By,B4) = 0. S tem je dokaz zakljucen. O

Lema 3.18. Ce je w(B1,B4) =0, je ¢ e-antihomomorfizem.

Dokaz. Ker dokaz poteka na podoben nacin kot dokaz leme 3.17,
bomo brez podrobnosti podali le glavne ideje. Najprej s pomocjo
leme 3.16 (ii) opazimo, da je

[w(B-,B-),Ai]. = 0.
Potem glede na enakost (3.7) izpeljemo identiteto

[w(ya Z)gO(.Z'), ()0(2)]5 =0

za vse x,y € H(B-), z € A;. Pri tem upoStevamo, da element
o(z)w(z,y) e-komutira z elementom ¢(z). S pomoéjo enakosti (3.7)
izpeljemo enakost [p(z)w(z,y), p(x)]e = 0 za vse x € By, y,z €
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H(B_), pri ¢emer upoStevamo, da je [w(y, z)p(x),¢(x)]e = 0. S
tem smo pokazali, da je

W(B—,z) A, p(z)]e = [A-w(B-,z), p(x)]c = 0
za vsak x € B;. Potem s pomod¢jo enakosti (3.1) izpeljemo, da je
w(B—, ) A_[Ar, p(r)]e = [Ay, p()]eA-w(B,x) =0
za vsak x € B;. Po lemi 1.31 (tocka (iii)) sledi
w(B-,B1) =0.
S pomodjo uporabe leme 3.16 (tocka (ii)) vidimo, da je
[w(B-,B4), Aie = 0.

Nadalje, glede na enakost (3.7) izpeljemo [p(2)w(z,y), A1]e = 0,
x € H(B-), y € H(By), z € By. Upostevajmo Se relacijo (3.1), iz
Cesar sledi

w(B-, By)[A1, A1) = [A1, AJw(B-,By) = 0.

Naj bodo x,z € H(B;) in y € H(B_). Pomnozimo enakost (3.7)
z desne strani (nato pa Se z leve strani) z aditivno grupo [Aj, A1].
Potem je w(y, 2)p(x)[A1, Ai] = [A1, Ai]e(2)w(z, y) = 0. Torej je

w(B-,By)AL[A1, Al = [A1, Al A w(B-, By ) = 0.

Upostevajmo lemo 1.31 (tocka (iv)) in predpostavko, da je [A1, A1]
# 0. Iz tega sledi, da je

W(Bf,BJr) =0.

Ponovno s pomo¢jo enakosti (3.7) izpeljemo enakost w(y, z)p(z) =
Ozavsex € H(B-)iny, z € H(B4). To pomeni, da je w(By, B4 )A_
= 0. Potem po lemi 1.31 (tocka (ii)) sledi A_ =0 ali w(By,By) =
0. Predpostavimo najprej, da je

w(By,By) = 0.
Z uporabo leme 3.16 (tocka (ii)) vidimo, da je
w(B-,B-),Ay]e =0. (3.23)
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Potem glede na enakost (3.7) izpeljemo [¢(z)w(x,y), A+]e = 0,
x,y € H(B-), z € H(By). 1z tega sledi, da je

w(B-,B-)[As, Al = 0.
Glede na relacijo (3.23) prav tako velja
w(B-,B-)A[Ay, Ayle =0.

Ponovno upostevajmo enakost (3.7), iz Cesar sledi w(y, 2)¢(x)[A4,
Aile =0 za vse x,y,2 € H(B_). Torej je

OJ(B_, B—)'A— [A+7 A+]E = 0.

Torej je w(B_, B_)A[AL, Ay]e = 0. Ker je A gradirana praalgebra
in je [A1, A1] # 0, je w(B_,B_) = 0.
Na koncu predpostavimo, da je A_ = 0. Potem je w(B_,B_) = 0.
Ker je po predpostavki w(B1,B4) = 0 in velja lema 3.16 (tocka
(ii)), je

[W(BJH B+), *Al]ﬁ =0.
Glede na enakost (3.7) opazimo, da je [p(z)w(z,y), A1]e = 0 za vse
x,y € H(By), z € By. 1z tega sledi

[.Al, Al]W(B+, B+) =0.

Pomnozimo enakost (3.7) na levi strani z aditivno grupo [Aj, A;].
Hitro lahko preverimo, da je [A1, A1]p(2)w(z,y) = 0zavse x,y, z €
H(B4). S tem smo pokazali, da je [A1, Ai|Ayw(By,By) = 0. Ker
je A = Ay gradirana praalgebra, je w(B4,B4) = 0. S tem smo
pokazali, da je ¢ je e-antihomomorfizem. O

Naslednji izrek je posplositev izreka 3.12.

Izrek 3.19. Naj bo A asociativna gradirana praalgebra z lastno-
stjo [Ay, A1] # 0, B poljubna asociativna gradirana algebra in ¢ :
B — A surjektiven jordanski e-homomorfizem. Potem je ¢ bodisi
e-homomorfizem bodisi e-antihomomorfizem.

Dokaz. S pomoéjo enakosti (3.3) in predpostavke, da je ¢ jordanski
e-homomorfizem, ni tezko preveriti, da je

plaza) = p(a)p(z)p(a) (3.24)
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za vse a € H(By) in x € H(B). Enakosti (3.24) lineariziramo in
dobimo

p(azb + bra) = p(a)p(x)p(d) + ¢(b)p(x)p(a)  (3.25)
za vse a,b € By, g € G4 in x € H(B). Naj bodo z € H(B) in
a,b € H(By). S pomocjo enakosti (3.24) vidimo, da je

p(abxba + barab) = gp(a(bx Ja + b(azxa)b)
p(a)p(brb)p(a) + p(b)p(ara)p(b)
p(a)p(b)p(x)p(b)p(a)
+90(b)90( Jp(@)p(a)p(

Po drugi strani pa je glede na enakost (3.25)

b).

p(abzba + baxab) = p((ab)z(ba) + (ba)z(ab))
= plab)p(z)p(ba) + p(ba)p(x)p(abd).

Primerjajmo pravkar izpeljani identiteti in upoStevajmo, da je po
predpostavki ¢ jordanski e-homomorfizem (p(ao.b) = p(a)op(b)).
Potem je

ab) + p(b)p(a) + €(b, a)p(a)p(b))
( b)p(a) + (b, a)p(a)p(b))p(z)p(ab)
—p(a)p(b)p(z)p(b)p(a) — p(b)p(a)p(x)p(a)p(b)
)e( ) + €(b, a)w(a, b)p(z)p(a)p(b)
7(a,b)p(z)p(ab) — €(b, a)w(a, b)p(z)p(ab)
(T(a,b)p(z)w(a,b) + wla,b)p(z)T(a,b)).

g
|
()
S
N
5
S
=
_|_
55

za vse x € H(B) in a,b € H(By). Torej je
7(a, b)p(x)w(a,b) + w(a,b)p(z)T(a,b) =0 (3.26)

za vse © € H(B) in a,b € H(B4). Naj bosta a,b € H(B4). Zaradi
boljse preglednosti vpeljimo oznaki 7 = 7(a,b) in w = w(a,bd).
Upostevajmo, da je ¢ surjektivna preslikava, kar pomeni, da lahko
enakost (3.26) zapiSemo kot Tyw+wyr = 0 za vsak y € A. Potem je
TY(wzr) = —7(y72)w = (WYT)2T = —TYwzT zZa vse ¥,z € A. S tem
smo pokazali, da je TAwAT = 0. Ker je A gradirana praalgebra,
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sledi, da je 7 = 0 ali w = 0. Naj bosta g,h € G,. Pokazimo, da
je ena izmed teh dveh enakosti izpolnjena za vse elemente a € By,
in vse elemente b € B,. Za poljuben fiksen a € Bj, sta mnozici
{b € By | 7(a,b) =0} in {b € By | w(a,b) = 0} aditivni podgrupi
grupe B,. Se ve€, njuna unija je enaka By. Ker pa grupa ne more
biti unija svojih pravih podgrup, je 7(a,By) = 0 ali w(a, B,) = 0.
Potem je B, unija svojih aditivnih podgrup {a € B}, | 7(a,By) = 0}
in {a € By, | w(a,By) = 0}. Po istem razmisleku sledi, da je ena
izmed teh dveh podgrup enaka grupi Bp. S tem smo pokazali, da
za vsak par g,h € G4 velja 7(By, By) = 0 ali w(By,By) = 0.

V nadaljevanju pokazimo, da je bodisi 7(B1,B8,) = 0 za vsak g €
G+ bodisi je w(Bi,By) = 0 za vsak g € G. Predpostavimo, da
je w(B1,By) # 0 in 7(B1,By) # 0 za neka g,h € G4. Glede na
pokazano je

(B, By) = 0 in w(By,By) = 0. (3.27)

Prav tako vemo, da je 7(By,B1) = 0 ali w(B1,B1) = 0. V pri-
meru, ko je 7(B1,B1) = w(B1,B1) = 0, sledi [A;,. 4] = 0, kar
pa je v nasprotju s predpostavko. Torej smemo predpostaviti, da
je 7(By,B1) # 0. Namre¢, ¢e je 7(By,B1) = 0, je w(B1,B1) # 0
in dokaz poteka na enak nacin, Seveda je (glede na pokazano)
T(B1,Bgpr) = 0 ali w(By,Bgpr) = 0 in podobno 7(Bi,Bp) = 0
ali w(Bi,By) = 0 za vse p,r € G_. Ker je B;B; C B;; za vse
1,7 € G, sledi po lemi 3.16, da je

[7(B1,B1),w(ByB,, By)]e = 0, (3.28)
[7(B1,B1),w(By, BpB,)]e = 0, (3.29)
[7(B1,B1),w(Bp, By)]e = 0. (3.30)

Ker smo predpostavili, da je 7(B1,By) = 0, je [7(B1,B1), Agle = 0.
S pomocjo enakosti (3.1) in (3.30) vidimo, da je

[7(81781)7w(8p787’)-’49]6 - [T(BlaBl)aw(BmBr)]sAg (3.31)
+ w(Bp, B,)[T(B1, B1), Agle = 0.

Naj bodo = € By, y € B, in z € B,. Glede na relacije (3.7),
(3.28), (3.29) in (3.31) sledi [7(B1, B1), o(z)w(z,y)]c = 0. Torej je

72



Jordanski e-homomorfizmi | 3.2

[7(B1,B1), Arw(Bg, By)le = 0 za vse p,7 € G_. S pomocjo enakosti
(3.1) izpeljemo

[T(Bh 81)7 AS]EATOJ(BQH Bp) C [7(817 81)7 ASATO‘)(BQ7 Bp)]e
=+ AS[T(Blv 81)7 ATW(B% Bp)]é =0

za vse s € Gy ter p,r € G_. S tem smo pokazali, da je
[7(B1,B1), At]eA—w(By, B-) = 0. (3.32)

Na podoben nagcin, z obravnavo lastnosti 7(Bi, Bpg) = 0 ali w(Bi,
B,pg) = 0, pokazemo, da je [7(B1,B1),w(Bg, Bp)As]e = 0. Potem

izpeljemo identiteto
w(Bg, B-)A_[T(B1,B1), At]e = 0. (3.33)

Ce primerjamo enakosti (3.32) in (3.33) ter upoStevamo lemo 1.31
(tocka (iii)), je bodisi w(By, B_) = 0 bodisi je [7(B1,B1), Ay]e = 0.

Predpostavimo najprej, da je
[7(B1,B1), At]e = 0. (3.34)

Ni tezko videti, da je w(a,b) — 7(a,b) = [¢(a),¢(b)]c za vse a,b €
H(B). Ker je w(By,B1) = 0, za poljubna elementa a,b € By velja
w(a,b) = 0. Potem pa je 7(a,b) = —[¢(a), ¢(b)]. Glede na enakost
(3.34) sledi [[¢(a),¢(b)], A+]e = 0. Ker je po predpostavki ¢ sur-
jektivna preslikava, je [[x,y],A+]c = 0 za vse z,y € A;. Posebej
velja, da je [[#2,9], z]c = 0 za vsak z € H(A,). S pomo&jo enakosti
(3.1) vidimo, da je

[I’[.Z',y] + [x,y]w,zk = [Qx[w,y],z]E =0.

Iz tega sledi, da je [z, z]c[z,y] = 0. Ker element [x,y] e-komutira
z algebro A4, je [z, z]cA4[z,y]e = 0 za vsak z € H(A4). Torej
je tudi [z,y]Ai[z,y] = 0 za vsaka x,y € A;. Glede na lemo 1.31
(tocka (i)) sledi, da je [x,y] = 0 za vsaka z,y € A;. To pa je v
nasprotju s predpostavko.

Torej je w(By,B_) = 0. Z uporabo leme 3.16 (toc¢ka (ii)) vidimo,
da je

w(By, Br), A_]c = 0. (3.35)
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Naj bodo z € By, y € Bi, z € H(Ay) in w € H(A-). Po enakosti
(3.1) je

(w(z,y), z]lew € [w(By, B1), Ay A_]c + Ay[w(By, Bi), A_]c = 0.

S tem smo pokazali, da je [w(By,B1), A+]eA— = 0. Potem pa po
lemi 1.31 (tocka (ii)) sledi, da je bodisi [w(By, B1), A4]e = 0 bodisi
je A_ = 0. Predpostavimo najprej, da velja prva enakost. UpoSte-
vajmo relacijo (3.35), iz ¢esar sledi, da je

w(Bg, B1) C Z:(A).

Glede na pokazano je w(Bg, B) = 0 ali 7(By,Bj,) = 0. Pokazimo,
da je v obeh primerih

w(By, By)r(By, By) = 0. (3.36)

Predpostavimo najprej, da je w(By, By,) = 0. Potem je tudi w(By,
By) = 0. S pomocjo enakosti (3.7) in (3.27) opazimo, da je w(y, 2)
o(z) =0zavsex € By, y € By in z € B,. Torej je w(B1, By) A = 0.
Iz tega sledi w(Bi, By)7(B1, Br) € w(Bi, By)Ar = 0. Naj bo sedaj
7(Bg, B,) = 0. Na podoben na¢in z uporabo relacij (3.6) in (3.27)
pokazemo, da je Ay7(B1,B) = 0. Torej je w(Bi,By)T(B1,Bp) C
AgT(B1,Bp) = 0. Upostevajmo, da je w(Bg, Bi) C Z(A) in zato
je w(B1,By)AT(B1,By) = 0. Ker je A gradirana praalgebra, je
w(Bi,By) = 0 ali 7(B1,B;,) = 0. To pa je v nasprotju s predpo-
stavko.

Predpostavimo sedaj, da je A_ = 0. Torej je A = A4. Oglejmo
si enakost (3.36). Ta enakost velja za vsak h € G4 z lastno-
stjo 7(B1,Bp) # 0. Se vet, relacija velja tudi v primeru, ko je
7(B1,Bp) = 0. Torej je w(Bi, By)7(B1,B+) = 0. S pomocjo uporabe
enakosti (3.6) sledi w(Bi,Bg)p(x)(y,2) = 0 za vse x € H(By)
in y,z € By. Torej je w(Bi,By)A+7(B1,B1) = 0. Iz tega sledi
w(B1,By) =0 ali 7(B1,B1) = 0, kar je v nasprotju s predpostavko.
Pokazali smo torej, da je 7(B1, B+) = 0 ali w(By, B4+) = 0. Glede na
lemo 3.17 in lemo 3.18 sledi Zeleni rezultat. Dokaz je zaklju¢en. [

Na koncu predstavimo 8e primer jordanskega e-homomorfizma, ki
ni niti e-homomorfizem niti e-antihomomorfizem.
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Primer 3.20. Naj bo A taka gradirana praalgebra z enoto, da
je [Ay,Ale = 0in A_ o A_ = 0 (algebre s temi lastnostmi so
podrobneje opisane v ¢lanku |3, trditev 2.7]). Predpostavimo, da je
a € A; tak obrnljiv element, da je a® # +1. Nadalje, definirajmo
preslikavo ¢ : A — A s predpisom ¢(x + y) = = + ay za vse
x € H(A;) iny € H(A-). Potem je ¢ jordanski e-avtomorfizem,
ki ni niti e-avtomorfizem niti e-antiavtomorfizem. Namre¢, p(xy) #
o(x)e(y) in p(zy) # e(z,y)p(y)e(z), 2,y € H(A_). Ta primer je
dejansko posplositev primera 3.10.

3.3 Jordanska superodvajanja

V tem razdelku bomo namenili pozornost jordanskim superodvaja-
njem asociativnih superalgeber. Klasi¢na Hersteinova teorija med
drugim poda odgovor na vpraSanje, kakSna je zveza med odvajanji
in jordanskimi odvajanji algeber. Preden bomo predstavili rezultat,
zapisimo definicijo odvajanja in jordanskega odvajanja.
Definicija 3.21. Odvajanje je tak ®-modulski homomorfizem D
na asociativni algebri A, da velja

D(xzy) = D(z)y+xD(y), z,y € A

Naj bo A asociativna algebra in naj bo a € A. Primer odvajanja
na algebri A je tako imenovano notranje odvajanje D : A — A,
definirano s predpisom D(x) = [a, z] za vsak = € A.

Definicija 3.22. Jordansko odvajanje je tak ®-modulski homomor-
fizem D na asociativni algebri A, da velja

D(zoy)=D(x)oy+xo0D(y), z,yeA

Ocitno je vsako odvajanje tudi jordansko odvajanje. Leta 1957 je
Herstein pokazal, da je vsako jordansko odvajanje na asociativni
praalgebri odvajanje ([31]). IzkaZe pa se, da izrek velja celo za aso-
ciativne polpraalgebre.

Izrek 3.23. |1]| Vsako jordansko odvajanje na asociationi polpra-
algebri je odvajanje.

V ludi klasi¢nega rezultata o jordanskih odvajanjih asociativnih al-
geber se poraja vpraSanje, ali velja posplogitev tega rezultata na
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asociativne superalgebre. Tako bomo v nadaljevanju obravnavali
zvezo med jordanskimi superodvajanji in superodvajanji superal-
geber. Preden predstavimo rezultat, zapiSimo definicijo superodva-
janja in definicijo jordanskega superodvajanja.

Definicija 3.24. Naj bo A asociativna superalgebra. Potem je ®-
modulski homomorfizem D : A — A

1. superodvajanje stopnge 0, ¢e je D(Ag) C Ao, D(A1) C Ay in
D(zy) = D(z)y + zD(y), =,y € Ag U A;.
2. superodvajanje stopnje 1, e je D(Ap) C Ay, D(A1) C Ag in
D(zy) = D(z)y + (=1)*lzD(y), z,y € AgU A;.

Superodvajanje je vsota superodvajanja stopnje 0 in superodvajanja
stopnje 1.

Definicija 3.25. Naj bo A asociativna superalgebra. Potem je ®-
modulski homomorfizem D : A — A

1. jordansko superodvajangje stopnje 0, e je D(Ap) C Ag, D(A1)
C Ay in

D(zosy) = D(z)osy + xosD(y), =,y € AgU Aj.

2. jordansko superodvajanje stopnje 1, ée je D(Ag) C Ay, D(A1)
C Ag in

D(zosy) = D(w)osy + (~1)lro,D(y), z,y € AU Ar.

Jordansko superodvajanje je vsota jordanskega superodvajanja sto-
pnge 0 in jordanskega superodvajanja stopnje 1.

V primeru, ko je superalgebra trivialna, definicija superodvajanja
sovpada z definicijo odvajanja. Prav tako v primeru trivialnih su-
peralgeber koncept jordanskega superodvajanja sovpada z jordan-
skim odvajanjem. Seveda je vsako superodvajanje tudi jordansko
superodvajanje. Ob tem se naravno porodi vprasanje, pod katerimi
pogoji velja obratna zveza.
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Naj bo A asociativna polpra-superalgebra in naj bo k = 0,1. Na-
dalje, naj bo Dy, jordansko superodvajanje stopnje k na algebri A.
Definirajmo bilinearno preslikavo d; : A x A — A s predpisom

Sk (2,y) = Dy(zy) — Dy(x)y — (—~1)"*1zDy(y)

za vse homogene elemente z,y € A. Ocitno je §r = 0 natanko
tedaj, ko je Dy superodvajanje stopnje k.

Naj bosta x in y taka elementa asociativne polpra-superalgebre A,
da je z Ay = 0. Potem sledi zy = yx = yAx = 0. Namre¢, vidimo,
da je ya(zAy)ax = 0 za vsak a € A. Potem je yAx = 0, saj je A
polpraalgebra. Podobno opazimo, da iz enakosti z(yAx)y = 0 ter
y(xAy)x = 0 sledi xy = yx = 0. Za take elemente x in y, za katere
velja pravkar zapisano, bomo vpeljali oznako = L y.

ZapiS§imo nekaj elementarnih rezultatov, ki jih bomo v nadalje-
vanju potrebovali. Trditvi (i) in (ii) naslednje leme sta dejansko
posplositvi leme 1.22 (tocka (ii) ter tocka (iii)).

Lema 3.26. Naj bo U gradiran ideal asociativne polpra-superalge-
bre A.

(i) Ce je uniug = 0, kjer je uy € Uy, je ug = 0.
(i1) Ce sta ug € Uy 1n up € Uy taka, da je ugtUpu; = uildpug = 0,
kjer je k =0 ali k =1, je uopduy = wildug = 0.
(iii) Ce je uildy = 0 ali Upuq = 0, kjer je uy € Uy, je ug = 0.

Dokaz. (i) Takoj vidimo, da je
uUuiUu, C vilhuilhiug + vilhiuihuy + wilhiug
za vse u1 € Ui. Ker je uihiur = 0, je uilduiduy = 0. 1z tega

sledi u; = 0, saj je A polpraalgebra.
(ii) Naj bo ugldpus = uilhyug = 0. Iz tega sledi

(uOulul)Uo(uOZ/ﬁul) =0.

Ker je Uy polpraalgebra, je potem upglfiu; = 0. UpoStevajmo,
da je po predpostavki tudi ugldguy = 0, iz Cesar sledi uglfu; =
0. V nadaljevanju naj bo uoldiu; = uilhiug = 0. Potem je
(uolhour )Us (uplpuy) = 0. Glede na (i) sledi enakost ugldpu; =
0. Ker je prav tako po predpostavki uolfyu; = 0, sledi ugldu; =
0.
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(iii) Predpostavimo, da je uildy = 0. Potem je uilpxiu; = 0 in
r1ulpuy = 0 za vse x1 € Ap. Glede na (ii) ni tezko razmisliti,
da je undx1ur = 0 zavse 21 € A;. Potem je tudi ziuidriur =
0. Iz tega sledi Aju; = 0, saj je U polpraalgebra. Z uporabo
ze dokazane implikacije (i) vidimo, da je u; = 0.

O

Lema 3.27. Naj bo A asociativna polpra-superalgebra. Predposta-
vimo, da je a € A; tak, da je axi,r1a € Z(Ap) za vsak 1 € Aj.
Potem je a? € Z(A).

Dokaz. Glede na predpostavko takoj vidimo, da je 0 = [a?, az1] =

ala®,z1] in 0 = [a?,2z1a] = [a?,21]a za vsak z; € A;. Torej je
[a2,[a?, A1]] = 0. Ker je [a?,[a?, Ao]] = 0, je [a?,[a®, A]] = 0. Iz
tega sledi a? € Z(A). O

Lema 3.28. Naj boU gradiran ideal asociativne polpra-superalgebre
A. Predpostavimo, da za element ay € Ay velja [Upar,Uy) = 0. Po-
tem je Upar C Z(A).

Dokaz. Hitro vidimo, da je
0 = [ugar, zovo] = [upai, zolvo + xoluoar, vo)

za vse ug,vg € Uy, xg € Ap. Potem je [ugaq, zoldy = 0. Ker je
[upa, o] € Uy, je [Upai, Ag] = 0 (glej tudi lemo 3.26, tocka (iii)).
Potem je [upaq, [upa, A1]] C [upai, Ag] = 0. Iz tega sledi, da je
[ugat, [upa, A]] = 0 za vse ug € Uy. Ker je A polpraalgebra, sledi
zeleni rezultat. O

Lema 3.29. Naj bosta x in y taka homogena elementa asociativne
polpra-superalgebre A, da je x L y. Potem je xosDy(y) = 0, k =
0,1.

Dokaz. Ker je po predpostavki x L y, je xogy = 0. Iz tega sledi
0 = Dy (xosy) = Di(x)osy + (—1)‘x‘k$osDk(y).

Pomnozimo pravkar zapisano identiteto z leve strani z elementom
za, a € A. Ker je za(Dg(x)osy) = 0, je za(zrosDy(y)) = 0 za vsak
a € A. Ni tezko videti, da je potem tudi (xos Dy (y))A(xosDi(y)) =
0. Ker je A polpraalgebra, sledi zosDi(y) = 0. S tem smo pokazali
zeleno. U
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Lema 3.30. Naj bo A asociativna superalgebra in D jordansko
superodvajanje na A. Potem je

(i) 0k(z0,y0) = —0k(y0,%0), Ok(x0,y1) = —0k(y1,20) in
Ok(x1,91) = Ok(y1, 1) za vse xo,yo € Ao, 1,91 € Ar;

(it) Di([2%,y]) = [[Dr(21), 21]s,yls + 23, Di(y)] za vse 21 € Ay,
ye A

Dokaz. (i) Ni tezko preveriti, da je

0 = Dy (z00sy0) — Dr(20)osy0 — 2005 Dk (y0)
= 6(z0,%0) + 5k(y07 o),

0 = Dg(200sy1) — Di(x0)osy1 — 2005 Dx.(y1)
= O(zo0, 1) + 5k(y17 o),

0 = Dy(w105y1) — Di(w1)osyr — (—1)*z10, Dy (1)
= Ok(z1,91) — Ok (y1, 71)

za vse Zo, Yo € Ao, x1,y1 € A;.

(ii) Naj bosta y = yo + y1 € Ao @ Ay in 21 € A;. Z direktnim
ra¢unom preverimo, da je [z3,y] = 4x1 og (71 os y). Potem
je Di([23,y]) = 4Dy(z1 o5 (21 05 ). Upostevajmo, da je Dy
jordansko superodvajanje stopnje k, iz ¢esar sledi Zeleno.

O

Lema 3.31. Naj boU gradiran ideal asociativne polpra-superalgebre
A. Predpostavimo, da je 6x(Uy, Ag) = 0. Potem je

(i) [0(A1, A1), Up] =0
(it) Op(uo,x1)y1 = wodk(z1,y1) — Ok (uox1,y1) 2a vse ug € Uy,
1,1 € Ag;
(iii) Ok (wo,u1)y1 = ol (u1,y1) — dx(wour, y1) za vse uy € Uy, xo €
Ao iny € Ay;
(i) (—=1)*y10k(ug, 21) = Sk (w100, y1) — Sk (T1, y1)u0 20 vse ug € Uy,
r1 € Ay in Y1 € ./41,'
(v) (—=1)*y185 (20, u1) = Sk (w120, y1) — Ok (w1, y1)xo 2a vse uy € Uy,
x9 € Ag iny1 € Aq;
(vi) 0o(Up, A1) L [Ao,Uo];
(vit) 01(Uo, A1)A1[Ag, Up| = [Ao, Uo)A101 (U, A1) =0
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Dokaz. (i) Glede na predpostavko ni tezko videti, da je

Dy ([#3,u0]) = [Dr(a?), uo] + [27, Dy (uo)]

za vse x1 € A1, ug € Uy. Primerjajmo pravkar zapisano ena-
kost z rezultatom leme 3.30 (tocka (ii)), iz Cesar sledi

[0k (x1, 1), up] =0

za vse ug € Up in z1 € Ay. S postopkom linearizacije pravkar
zapisane identitete pridemo do enakosti [0k (A1, A1), U] = 0,
pri ¢emer upoStevamo, da je dx(x1,y1) = 0k (y1,x1).

V nadaljevanju si oglejmo izraz Dy (upx1y1), kjer so ug € Uy,
1,1 € Ap. Potem je

Dy (uo(z1y1)) = D
=D
_I_

ug)r1y1 + uoDi(x1y1)
up)x1y1 + uo(dx (21, y1) + Di(21))1
(—1)*z1 Dy (1))

k(
k(

Po drugi strani pa vidimo, da je

Dy ((uoz1)y1) = S(uow1, y1) + Dy(uow1)yr + (—1)Fugzr D (y1)
= O (wox1,y1) + (0k (uo, 1) + Dy (uo)z1
+uoDy(x1))y1 + (—1)*ugz Dy (y1).

Primerjanje tako dobljenih enakosti nas privede do Zelene iden-
titete.

S pomodcjo obravnave izraza Dy (yi1x1up) in leme 3.30 poka-
zemo Zeleno enakost.

S pomodjo obravnave izraza Dy (zou1y;) pokazemo Zeleno ena-
kost.

S pomodjo obravnave izraza Dy (yiuizo) pokazemo Zeleno ena-
kost.

Ce upostevamo identiteti (i) in (i), ni tezko videti, da je
[0k (ug, A1)A1, ug] = 0 za vsak ug € Uy. Za poljubna elementa
z0 € Ag in z1 € A1 je z129 € Ap. Potem je

Ok (uo, 1) 2120, uo] = [0k (w0, x1)2120, o] — [0k (w0, 1) 21, uo)20
0.
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S tem smo pokazali, da je
Ok (ug, A1) A1[ Ao, ug] =0 za vsak ug € Up.  (3.37)
Ce primerjamo relaciji (i) ter (iv), dobimo
[A10k(ug, A1), up) = 0 za vsak ug € Up.
Ker je 2921 € Ay, je
[20, u0]210% (0, 21) = [20210k (u0, 1), uo]
— 20[2105 (0, 1), uolzo = 0.
Iz tega sledi enakost
[Ao, ugl A1 0k (ug, A1) =0 za vsak ug € Up.  (3.38)
S pomodjo linearizacije identitete (3.37) izpeljemo enakost
6k (w0, z1)y1[20, vo] + 6k (vo, x1)y1[20, uo] = 0
za vse ug, vy € Uy, 29 € Ao, 21,91 € A1. Po (3.38) je
(0% (w0, 21)y1[20, vol)a1 (O (uo, #1)y1[20, vo])  (3.39)
= —0k(uo, z1)y1[20, vola1dk(vo, ¥1)y1[20, uo] = 0

za vsak a; € A;. Linearizacija enakosti (3.38) nas privede do
rezultata

[20, v0]y10k (10, 1) + [20, uo]y16k (v0, 71) = 0.
Potem s pomo¢jo (3.37) opazimo, da je
([20, voly10k(uo, z1))a1 ([20, voly10x (w0, z1))  (3.40)
= —[z0, uo|y10x (vo, 1)a1 (20, vo]y16k (o, 1) = 0.

Predpostavimo, da je k = 0. Glede na enakosti (3.37) in
(3.38) je [Aog,up] L 0o(ug, A1), pri Gemer upoStevamo lemo
3.26 (tocka (ii)). Torej je

[Ao,Uo]A50(U0,A1) =0.
Uporabimo linearizacijo in dobimo
(0 (o0, 1)y[20, vo])a(do(uo, 21)y[20, vo)) (3.41)
= —do(uo, x1)y[20, volado (v, z1)y[z0, uo] = 0

za vsak a € A. 1z tega sledi, da je [z0,v0] L do(ug,x1), saj je
A polpraalgebra.
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(vii) Predpostavimo, da je k = 1. Glede na relaciji (3.39) in (3.40)
ter lemo 3.26 (tocka (i)) sledi, da je [zg, vo].A101(ug, x1) = 0 in
51(U0,$1)A1 [Zo,vo] =0 za vse ug, vy € Uy, z0 € Ag, 1 € A;.
S tem smo pokazali Zeleno.

O

V nadaljevanju bomo obravnavo glede povezave med jordanskimi
superodvajanji in superodvajanji razdelili na dva dela. V prvem
koraku se bomo posvetili jordanskim superodvajanjem stopnje 0,
nato pa jordanskim superodvajanjem stopnje 1.

Jordanska superodvajanja stopnje O

S simbolom I/ bomo v nadaljevanju vseskozi oznacevali gradiran
ideal asociativne polpra-superalgebre A generiran z [ Ay, Ag]. Po-
kazali bomo, da je Dy|U superodvajanje stopnje 0.

Izrek 3.32. §o(U, A) = 0.

Dokaz. Ker je Dy jordansko superodvajanje stopnje 0 na polpra-
superalgebri A, je tudi jordansko odvajanje na polpraalgebri Ay.
Potem po izreku 3.23 sledi, da je Dy odvajanje na Agy. Torej je
00(Ap, Ag) = 0. (3.42)
Glede na lemo 3.31 (tocka (vi)) sledi, da je
9o (Ao, A1) L [Ag, Ag]. (3.43)

Posebej velja, da je

[y100(0, 1), yo] 2[y160 (20, 21), Yo]
= (y100(w0, ¥1)Y02 — Yoy10(To, ¥1)2)[y100 (0, 1), Yo] =0
za vse o, yo € Ao, x1,y1 € A1 in z € A, saj je y100(xo,z1) € Ap.
Glede na to, da je A polpraalgebra, je [y1d0(z0, 1), y0] = 0 za vse

o, Yo € Ag in 1 € A;. Na podoben nacin vidimo, da je tudi

[00(x0, 21)y1, yo)z[d0(x0, z1)y1,Y0] = 0,
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in zato je [0p(xo,x1)y1,y0] = 0 za vse xg,yo € Ao in z1 € Ay. S
tem smo pokazali, da je

A100(Ao, A1), 00(Ao, A1)A1 C Z(Ao). (3.44)
Po lemi 3.27 je
do(Ao, A1) C Z(A). (3.45)
Naj bo ug € Up. S pomocjo enakosti (3.43) vidimo, da je
do(up,x1)y1 L v
za vse v € Uy UUy in x1,y1 € Ay, saj je
8o (ug, x1)y1v € 0o (ug, x1)A[Ag, Ag] = 0.
Po lemi 3.29 sledi dg(ug, x1)y1 os Do(v) = 0. Torej je
00 (o, z1)y1Do(v) + Do(v)dp(ug, z1)y1 = 0. (3.46)

V pravkar zapisani enakosti zamenjajmo element y; z elementom
00 (ug, x1). Pri tem upostevajmo relacijo (3.45). Torej je

50(U0, 1’1)2D0(U) =0 (3.47)
za vse ug € Uy, v € Uy UU; in z1 € A;. Ni tezko videti, da je

(60 (w0, 21)y1)* = So(uo, 1)y1(Do(uow1) (3.48)
—Do(uo)z1 — uoDo(71))y1
= 0o (uo, 1)y1(Do(uoz1) — Do(uo)r1)y1

za vsaka elementa x1,y; € Ay, pri ¢emer upoStevamo relacijo
(3.43). Ce v pravkar zapisani enakosti namesto y; piSemo do(ug, 1)
in upostevamo identiteto (3.47), opazimo, da je do(ug, z1)* = 0. Po-
novno upostevajmo relacijo (3.45), iz esar sledi, da je dg(ug, z1)% =
0, saj je A polpraalgebra. Nadalje, naj bo v € U;. Pomnozimo
enakost (3.46) na levi strani z elementom d&g(ug,x1)y;. Potem s
pomodjo (3.44) pridemo do enakosti

0 = (8o (ug, x1)y1)*Do(v) + do(uo, z1)y1(Do(v)do(ug, 1))y
= (80 (o, x1)y1)> Do(v) + Do (v)do(ug, 1)y
= (8o (uo, z1)y1)*Do(v).
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Ce je v € Uy, je do(ug, 1)y1Do(v) = 0 glede na enakost (3.46),
pri ¢emer ponovno upoStevamo relacijo (3.44). Pomnozimo iden-
titeto (3.48) z leve strani z elementom do(up,x1)y1. Pri tem upo-
Stevajmo (0o (ug,x1)y1)?Do(v) = 0 za vse v € Uy U U;. Torej je
(80(ug, 1)y1)® = 0. Ponovno upoitevajmo relacijo (3.44). Potem
je

(60 (uo, x1)y1)Ao(do (o, z1)y1)Ao(d0 (o, 1)y1) = 0.

Iz tega sledi, da je do(ug,z1)y1 = 0 za vsak ug € Uy, x1,y1 € Ax,
saj je Ap polpraalgebra. S pomocjo leme 3.26 (tocka (i)) opazimo,
da je do(ug,z1) = 0 za vsak ug € Uy in 1 € A;. Na podoben nacin
lahko pokazemo, da je dp(zg,u1) = 0 za vsak zg € Ag ter u; € Us.
Namreé, glede na relacijo (3.43) vidimo, da je dp(u1,xo)y1 L v za
vse uy € Uy, v € Uy UUy, g € Ag in y; € A;. Potem po lemi 3.29
sledi, da je do(u1,z0)y1 os Do(v) = 0. Torej je

50(U1, l’o)leo(’U) + Do(v)éo(ul, l’o)yl =0. (3.49)

Analogno kot prej zamenjajmo element y; z elementom dg(uq, xg)
in pri tem upostevajmo relacijo (3.45). Dobimo

(50('&1, .’L’o)zDQ(U) =0 (3.50)
za vse u1 € Uy, v € Uy UU1, 29 € Ag. Ni tezko preveriti, da je

(80 (w1, z0)y1)* = Go(u1, z0)y1(Do(u1zo) (3.51)
—Do(u1)zo — u1Do(20))y1
= do(u1,20)y1(Do(urzo) — Do(u1)zo)y1

za vsaka xg € A, y1 € A1, pri tem upostevamo relacijo (3.43). Po-
novno namesto y; piSemo dy(u1, xg) in upostevamo enakost (3.50).
Potem je dg(u1,z0)* = 0. S pomodjo relacije (3.45) sledi, da je
So(u1,20)? = 0, saj je A polpraalgebra. Predpostavimo najprej, da
je v € U;. Pomnozimo enakost (3.49) na levi strani z elementom
do(u1,x0)y1. S pomodjo pokazane relacije (3.44) ni tezko videti,
da je

0 = (do(ur,20)y1)*Do(v) + o (u1, z0)y1 (Do (v)do(u1, z0))y1
= (80 (u1,20)y1)*Do(v) + Do (v)do(u1, z0)*yi
= (Go(u1,z0)y1)*Do(v).
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Ce je v € Uy, je do(u1,0)y1Do(v) = 0 glede na (3.44) in (3.49).
S tem smo pokazali, da je (do(u1,20)y1)?Do(v) = 0 za vse v €
Uy U Uy. Pomnozimo identiteto (3.51) z leve strani z elementom
do(u1,x0)y1 in pri tem upostevajmo pravkar dobljeno lastnost. Po-
tem je (0o(u1,70)y1)® = 0. Glede na relacijo (3.44) sledi, da je

(00 (u1, 20)y1)Ao(do (w1, 20)y1)Ao(do(u1, £o)y1) = 0.

Ker je Ag polpraalgebra, je do(u1,x0)yr = 0 za vsak u; € Ui,
xo € Ao, y1 € A;. Polemi 3.26 (tocka (1)) sledi, da je dp(u1, ) =0
za vsak u1 € Uy ter xg € Ag. S tem smo pokazali

00(Up, A1) = do(Ur, Ap) = 0. (3.52)

Naj bosta u; € U; in 1 € Ay. UpoStevajmo, da je x% e Aj. Glede
na enakost (3.52) je do(22,u1) = 0. Ni tezko preveriti, da je

Do([2%,m]) = [Do(x1),w] + [, Do(u1)].
Po drugi strani pa vidimo, da je
Dy([2%,w1]) = [Do(w1)a1 + 21 Do(x1), ur) + [27, Do(ur)]
po lemi 3.30 (tocka (ii)). Primerjajmo dobljeni identiteti in dobimo
[00(z1,21),u1] = 0 za vsak uy € U; in z1 € A;. Ker je po lemi 3.31
(tocka (1)) [do(z1, 1), u0] = 0 za vsak ug € Uy, je [do(x1,21),U] =0
za vsak x1 € A;. Z linearizacijo pridemo do enakosti

[0o( A1, A1), U] =0, (3.53)

pri ¢emer upoStevamo lemo 3.30 (toc¢ka (i)). S pomodjo relacije
(3.44) in leme 3.31 (to¢ka (i)in tocka (ii)) vidimo, da je

[2000(x1,91), 90 = 0
za vse To, Yo € Ag ter x1,y1 € A1. Iz tega sledi, da je
[0, yoldo (21, y1) = [zodo (1, y1), y0] — xo[do (21, y1), yo] = 0.
Torej je

[AQ,A0]50(A1,A1) =0. (3.54)
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Potem pa je tudi ai[xg,yoldo(z1,y1) = 0 za vsak a1 € A;. Upo-
Stevajmo enakost (3.53) in lastnost aq[zo,yo] € Ui. 1z tega sledi,
da je 0g(A1,A1)A1[Ap, Ag] = 0. Po drugi strani pa s pomodcjo
rezultata leme 3.31 (tocka (i)) in relacije (3.54) opazimo, da je
d0(A1, A1) Agl Ao, Ag] = 0. To pomeni, da je dp(A1,.41)A[Ap, Ag] =

0, in zato je
[Ao, Ao] L d( A1, Ar). (3.55)

Naj bo u; € U;. Glede na pravkar pokazano lastnost (3.55) je
do(ur,z1) L v za vsak v € Uy UU; in 27 € Ay. Potem pa je
do(u1,21)Do(d9(u1,z1)v) = 0. S pomocjo enakosti (3.42) in (3.52)
vidimo, da je &o(u1,21)?Do(v) = 0. Pri tem upogtevamo, da je
do(u1,21)Do(09(u1,z1))v = 0 glede na (3.55). Prav tako je

50(U1, $1)3 = 50(U1, 1’1)2(D0(U1$1) — Do(ul)l’l — ulDo(l’l)I%G)

Ponovno upostevajmo, da je Ag polpraalgebra in da je dg(u1,x1) €
Z(Ap) po lemi 3.31 (tocka (i)). Iz tega sledi, da je dp(uy1,21) = 0
za vsak up € Uy in x1 € A;. Torej je

do(Ur, A1) = 0.

S omodjo pokazanega pridemo do Zelenega rezultata, do(U,.A) = 0.
S tem je dokaz zakljucen. O

Jordanska superodvajanja stopnje 1

Lema 3.33. Naj bo A asociativna algebra, B podalgebra algebre A
in naj bo M A-bimodul. Predpostavimo, da je D : A — M taka
linearna preslikava, da je D(boa) = D(b) oa+ bo D(a) za vse
be B,a € A. Potem je

[b,b']A[b, '] A(D(bY) — D(b)b' — bD(V')) =0
za vse b,b' € B.
Dokaz. Upostevajmo, da je 2bo (boa) — b% oa = bab za vse b €
B,a € A. Iz tega sledi, da je D(bab) = D(b)ab + bD(a)b + baD(b)

za vse a € A, b € B. S pomo¢jo linearizacije te enakosti dobimo

D(bab’ +b'ab) = D(b)ab’ +bD(a)b' +baD (') + D(b')ab+b'D(a)b+
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b'aD(b) za vse a € A, b,b' € B. Naj bodo a € A, b,b € B in naj
bo W = D(bb'ab’b + b'babb’). Potem je
W = D(b(0'ab')b) + D( (bab)V')
— DB ab'b + bD(1)ab'b + bb' D(a)b'b + bb'aD(K)b + bb'ab D(b)
+ D()babl' + ¥/ D(b)abl! + HbD(a)bb + BbaD(b) + b'babD(V').

Po drugi strani je

W = D((b)a(V'b) + (V'b)a(bV))

= D(bb')ab'b + bt/ D(a)b'b + bb'aD(b'b)

+ D(b'b)abt’ + V'bD(a)bb’ + b'baD(bb').
Primerjajmo obe identiteti in upostevajmo, da je D(bob') = D(b)o
b'+bo D(V). Torej je

(D(bb") — D(b)Y — bD(b))alb, b']

+[b,b']a(D(bV) — D(b)Y —bD(b')) =0
zavse a € A, b,b' € B. S tem smo pokazali, da je mac + cam = 0
za vse a € A, kjer je ¢ = [b,V/] in m = D(bb') — D(b)/ —bD(V'). Ni
tezko videti, da je potem cAcAm = 0. Dokaz je zakljucen. O
Lema 3.34. Naj bo A asociativna polpra-superalgebra in naj bo

D : Ay — Ay taka linearna preslikava, da je D(zoy) = D(x)oy+
x o D(y) za vsaka x,y € Ag. Potem je

[z,y] L (D(zw) — D(z)w — 2D(w))
za vse w,x,y,z € Ag.
Dokaz. Glede na lemo 3.33 (Ag = B in M = A;) je
[z, ylAo[z, yl Ao (D(zy) — D(z)y — 2D(y)) = 0,
(D(zy) — D(x)y — D(y)) Aoz, ylAo[z,y] =0

za vse x,y € Ap. Tako kot v dokazu prejsnje leme pigimo ¢ = [z, y]
in m = D(xy) — D(z)y —xD(y). Potem je (cxom)xz1(czom) = 0 za
vsak zg € Ap ter 1 € A;. Po lemi 3.26 (tocka (1)) je cAgm = 0.
Analogno vidimo, da je mAgc = 0. Ponovno upoStevajmo lemo
3.26 (tocka (ii)). Potem je m L c. S pomodcjo leme 2.6 sledi Zeleni
rezultat. O
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Lema 3.35. Naj bo A asociativna polpra-superalgebra in naj bo
a; € Ay tak, da je Upay C Z(A) in a1[Up,Us] = 0. Potem je
a12/{ =0.

Dokaz. Glede na predpostavko ni tezko videti, da je
0 = z(upa1)[ve, wo] = upaix[vy, wo)

za vse ug, vg, wy € Uy ter x € A. Sledi enakost Upay AUy, Uy] = 0.
Upostevajmo, da je a1 Ally, U] € U. Torej je a1 Allo,Up] = 0,
pri Cemer upostevamo lemo 3.26 (tocka (iii)) in lastnost, da je Uy
polpraalgebra. Potem je

0 = a1y[uo, zovo] — ar1yxoluo, vo] = a1y[uo, zo)vo

za vse ug, vy € Uy, z9 € Ag in y € A. Torej je a1 AUy, AglUy = 0.
Ponovno upostevajmo, da je Uy polpraalgebra ter lemo 3.26 (tocka
(iiii)). Potem je a1 AUy, Ao) = 0. Iz tega sledi, da je

0 = a1y[z0u0, o] — a1y20[uo, To] = a1y[20, Toluo

za vse ug € Uy, 9,20 € Ag in y € A. S tem smo pokazali, da je
a1 A[Ap, AolUy = 0. Velja a1.A[Ag, Ap] C U. Ponovno upostevajmo,
da je Uy polpraalgebra in lemo 3.26 (tocka (iii)), iz Cesar sledi, da
je a1 A[Ap, Ag] = 0. Torej je a1 = 0. O

Lema 3.36. Naj bo A asociativna polpra-superalgebra in naj bosta
ag, by € Ap taka, da je ap[Ao, bo] = 0. Potem je [ag,by] = 0.

Dokaz. Ni tezko preveriti, da je 0 = ag[zoyo, bo] = aoxo[yo, bo] za
vse xg, yo € Ag. Potem je [ag, bo]Aolao, bp] = 0. Ker je Ag polpra-
algebra, je [ag, bg] = 0. O

V nadaljevanju bomo pokazali, da je D1 |U superodvajanje stopnje
1.

Izrek 3.37. §;(U, A) = 0.

Dokaz. Glede na lemo 3.34 vidimo, da je

[.Ao, .Ao] L 61 (Ao, .Ao).
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Posebej velja, da je
[y161(20, Y0), 20] A[y161 (20, Y0), 20] = 0

za vse Xo, Yo, 20 € Ag in y1 € Ajp, saj je y101(zo, yo) € Ap. Ker je A
polpraalgebra, je [y11(z0,90), 20] = 0. Analogno opazimo, da velja
enakost [01(zo, y0)y1, 2z0] = 0, saj je

[61 (0, y0)y1, 20} A[61 (20, Y0)y1, 20] = 0.

S tem smo pokazali relaciji
A161(Ap, Ap), 61(Ap, Ag) A1 C Z(Ayp). (3.57)

Ker je d1(Ap, Ap) C A1, s pomo&jo uporabe leme 3.27 takoj sledi,
da je

61(Ag, Ag)? C Z(A). (3.58)
Naj bosta ug, vy € Uy. Potem je d1(ug, yo)y1 L vo za vsak yo € Ay

ter y1 € Ap, pri Gemer upoStevamo lemo 3.34. Po lemi 3.29 je
(01(uo,y0)y1) os D1(vo) = 0. Torej je

01 (1o, yo)y1D1(vo) + D1(v9)d1(ug, yo)y1 = 0. (3.59)

V pravkar zapisani enakosti zamenjajmo element y; z elementom
51(uo,vo). Glede na relacijo (3.58) sledi, da je &1 (ug,y0)?D1(vo) = 0
za vse ug, vy € Uy, yo € Ap. S pomodjo leme 3.34 ni tezko preveriti,
da je

(81(uo, y0)y1)? = &1(uo, yo)y1 (D1 (uoyo) (3.60)

— D1 (uo)yo — uoD1(yo))y1
= d1(u0, Y0)y1(D1(uoyo) — D1(uo)yo)y1

za vsak yo € Ap in y1 € A;. V tako dobljeni enakosti pigimo name-
sto y1 element 81 (ug, yo) in dobimo &1 (ug, yo)* = 0. Ker je po pred-
postavki A polpraalgebra in velja relacija (3.58), je 61 (uo,yo)? = 0
za vsak ug € Uy in yg € Ag. Nadalje, pomnozimo z leve strani
enakost (3.59) z elementom &1 (ug, yo)y1. Po (3.57) je

0 = (81 (uo, yo)y1)* D1 (vo) + 81 (o, yo)y1 (D1 (v0)é1 (uo, o))y
= (01(u0,y0)y1)* D1 (vo) + D1 (v0)d1 (uo, yo)*y?
= (01(wo, o)1) D1 (vo).
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Pomnozimo z desne identiteto (3.60) z elementom 41 (wo, yo)y1. Po-
tem je (61(uo,yo)y1)> = 0. Ker je Ag polpraalgebra in velja relacija
(3.57), sledi 61(up,yo)yr = 0 za vse ug € Up, yo € Apg in y; € A.
Torej je 01(Up, Ap) A1 = 0. S pomodjo leme 3.26 (tocka (i)) vidimo,
da je

01 (Up, Ag) = 0. (3.61)
Po lemi 3.31 (tocka (vii)) sledi

0 = 01 (uo, 21)y1[x0, Yovo]

= 01(uo, 21)y1Y0[T0, vo] + 61 (u0, 21)y1[T0, Yo]vo
0 = [20, voyoly101 (uo, T1)

= vo[wo, Yoly101(u0, ¥1) + [0, vo]yoy161 (uo, 1)

za vse ug, vg € Uy, o, yo € Ag in x1,y1 € Ay. Torej je
61 (uo, x1)y1[z0, Yol = Uo[zo, yoly161(uo, x1) = 0.
Ker je 61 (uo, z1)y1[yo, o], [Yo,xoly101(uo,x1) € Uy, je
81 (Uo, A1) A1 Ao, Ao] = [Ao, Aol A101(Up, A1) =0 (3.62)
po lemi 3.26 (tocka (iii)). Po lemi 3.31 (tocke (i), (ii) in (iv)) je
d1(uo, x1)y1 — y161(uo, 21) = d1(z1u0, y1) — 01 (w01, Y1)
za vse ug € Up, x1,y1 € Ajy. 1z tega sledi, da je
[01 (w0, 21)y1, vo] = [y161(u0, #1),v0], o, vo € Up, T1,91 € Ay

Pomnozimo pravkar zapisano relacijo z desne strani z elementom
z1[20, 0], kjer so yo,20 € Ag ter z; € A;. UpoStevajmo Se, da
glede na enakost (3.62) velja [y101(uo, z1), vo]z1[20,y0] = 0. Potem
je [01(uo, x1)y1,v0]21[20,%0] = 0 za vse ug,v9 € Uy, Yo,20 € Ao,
z1,Y1, 21 € A1. Zapisano drugade

[01 (Uo, Ar) Ar,Up | Ar [Ag, Ao] = 0.
Po drugi strani s ponovno uporabo enakosti (3.62) vidimo, da je

[Ao, Aol A1[61 (Up, A1) Ar, U] = 0.

90



Jordanska superodvajanja | 3.3
1z tega po lemi 3.26 (tocka (ii)) sledi, da je
[01(Uo, A1)A1, U] L [Aop, Ao).
Posebej velja, da je
[01(Uo, A1)Ar, U A0 (Uo, Ar)AL U] =0,

pri ¢emer upoStevamo relacijo [Ag, Ao] C Uy. Ker je po predpo-
stavki A polpraalgebra, je [01(Up, A1)A1,Uy] = 0. Na podoben
nacin lahko pokazemo, da velja [A101(Uo, A1),Up] = 0. Potem s
pomocjo leme 3.31 (tocke (i), (ii) in (iv)) vidimo, da je

[Uod1 (A1, A1), Up) = [01 (A1, Ar)Uo, U] = 0. (3.63)
Upostevajmo Se reultat leme 3.28. Potem je
Upd1 (A, A1) C Z(A). (3.64)

Glede na enakost (3.63) in lemo 3.31 (toc¢ka (i)) ni tezko preveriti,
da je 0 = [upx1,v0] — wolx1,v0] = [wo, vo]T1 28 VSe ug, vy € Up in
x1 € 01(A1, A1). S tem smo pokazali enakost [Uy,Up|o1 (A1, A1) =
0. Podobno vidimo, da je 01 (A1, A1) [Uo, Up] = 0, saj je 0 = [z1ug, vo]
—[1’1, ’U(]]UO = CUl[u(], ’Uo].

S pomo¢jo leme 3.35 opazimo, da je d1(Ay, A1) U = 0. Iz tega sledi,
da je

81 (A1, A1) L [Ag, Ag). (3.65)
V posebnem primeru velja
[01(A1, A1) Aq, AglA[01 (A, Ap)Ar, Ag] =0
in podobno
[A161(A1, A1), AglA[A161 (A1, A1), Ag] = 0.
Potem je
81(A1, Ay A1, A1y (Ar, Ay € Z(Ay), (3.66)
saj je A polpraalgebra. Glede na lemo 3.27 je
51(A1, A1) C Z(A). (3.67)
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Naj bodo uy € Uy, v € UgUUy ter 21,11 € Aq. Potem je 51(U1, xl)yl
1 v glede na relacijo (3.65). Po lemi 3.29 je

(51('&1, xl)lel (’U) + Dl(v)él (ul, xl)yl =0. (3.68)

Zamenjajmo v tej identiteti element y; z elementom 07 (u,x1).
Potem je

51 (ul, 1‘1)2D1 (’U) =0

za vse v € Uy UUy, pri ¢emer upostevamo (3.67). Vidimo, da je

(61 (ur, x1)y1)? = 61 (wr, 1)y1 (D1 (w1 21) (3.69)
— Dl(u1)$1 + ulDl(wl))yl
= 01(ur, 1)y1(D1(u1z1) — Di(u1)x1)y1
za vsak y; € Aj. Z zamenjavo elementa y; z elementom & (uq,x1)
opazimo, da je 01 (uy,z1)* = 0. Potem pa je 01 (uy, 21)Ad (ug, 1) =
0. Ponovno upostevajmo, da je A polpraalgebra. Torej je d1 (u1, z1)?
= 0 za vse u1 € U1, x1 € A;. Nadalje, naj bo v € Uy. Pomnozimo
relacijo (3.68) na levi strani z elementom 01 (ug,21)y1 in upoSte-
vajmo (3.66). Torej je
0= (61(u1,21)y1)* D1 (v) + 61 (w1, 21)y1 (D1 (v)d1 (w1, 21))43.70)
= (61 (u1, 1)y1)* D1 (v) + D1 ()01 (ur, 21)y3
= (81 (ur,21)y1)* D1 (v).
Ce je v € Uy, je & (uy, 1)y D1 (v) = 0 glede na (3.66) in (3.68). S
pomodjo enakosti (3.69) opazimo, da je (81 (u1,z1)y1)? = 0. Ker je
Ay polpraalgebra in velja relacija (3.66), je 01(u1,z1)y1 = 0 za vse
x1,y1 € Ap ter uy € U;. Glede na lemo 3.26 (tocka (1)) je
01(Uh, A1) =0. (3.71)

Oglejmo si rezultat leme 3.31 (tocka (iii)) in upoStevajmo pravkar
pokazano. Ni tezko videti, da je d1(Ag,U1)A; = 0. V nadaljevanju
nas ta lastnost privede do enakosti d1(Ag,U1)AA; = 0. Torej je

S1(Ao, Uy) L Ay (3.72)

Z uporabo leme 3.29 vidimo, da drZi enakost 01 (xg,u1)os D1(z1) =
0. To pomeni, da je

o1 (1‘0, ul)Dl (1‘1) + Dy (1‘1)51 (1‘0, ul) =0 (3.73)
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za vse xg € Ag, 1 € Ay in uy € Uy. Seveda je glede na (3.72) tudi
01(zo,u1)yo L x1 za vsak yp € Ag. Ponovno upostevajmo lemo
3.29, iz Cesar sledi, da je (01(xg,u1)yo) os D1(x1) = 0. Torej je

81 (xo, u1)yoD1(x1) + D1(21)01 (0, u1)yo =0 (3.74)

za vse xg,yo € Ao, r1 € A1 in vy € U;. PomnoZimo na desni
strani izraz (3.73) z elementom yg € Ag. Tako dobljeno identiteto
primerjajmo z izrazom (3.74) in dobimo &1 (x,u1)[yo, D1(z1)] =0
za vse xg,Yo € Ag, u1 € U; in 1 € A;. Glede na lemo 3.36 takoj
sledi, da je [01(x0,u1), D1(x1)] = 0. Potem je

61(x0, u1)yo, D1(z1)] = d1(x0, u1)[yo, D1(x1)]
+[01(z0, u1), D1(z1)]yo = 0
za vsak yo € Ap. S pomocjo izraza (3.74) sledi, da je
01(zo, u1)AoD1(z1) =0
za vse zg € Ao, up € Uy in z1 € A;. Po enakosti (3.72) je
61(z0, u1)yod1 (o, ur) = 1(zo, w1)yo(D1(zour)
— Di(zo)ur — zoD1(u1)) = 0.
Ponovno upostevajmo, da je Ag polpraalgebra, iz Cesar sledi, da je
01(Ao,Up) = 0. (3.75)

S pomodjo leme 3.31 (tocki (ii) in (iv)), pri ¢emer je y; € U, in
relacije (3.71) opazimo, da je 01(Uo, A1)U1 = Uid (U, A1) = 0.
Potem pa je 1 (Up, A1) Aolds = 0 in Uy Agd1(Up, A1) = 0. Glede na
lemo 3.26 (tocka (ii)) sledi, da je d;(Uo, A1) AU = 0, in zato je

51(Uo, Ar) L U, (3.76)

Izberimo poljubna elementa ug € Uy in u; € Uy. Glede na pravkar
pokazano relacijo opazimo, da je tudi 41 (ug,x1)yo L w1 za vsak
Yo € Ap in 21 € A;. V nadaljevanju upostevajmo enakosti (3.75).
Dobimo

0 = D1 ((01(uo, z1)yo)u1)
= D1(01(uo, x1)yo)u1r + 01(uo, 1)yo D1 (u1).
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Pomnozimo pravkar zapisano identiteto z leve strani z elementom
91 (uo, 1) 20, Kjer je zg € Ap in upostevajmo relacijo (3.76). Iz tega
sledi, da je

61 (uo, 21)2061 (1o, 21)yo D1 (u1) = 0.

Ni tezko videti, da je prav tako
61 (uo, 21)yo D1 (u1)Aod1 (uo, 1)yo D1 (u1) = 0
za vse yg € Ag, ug € Uy, up € Uy in z1 € A;. Torej je
0 (Uo, A1) AeD1(Uy) = 0, (3.77)

saj je Ap polpraalgebra. V naslednjem koraku dokaza s pomocjo
relacije (3.76) vidimo, da je d1(ug,z1)vo L y1 za vsak vg € Uy in
y1 € Az. Po lemi 3.29 sledi, da je

51(U0, xl)voDl(yl) + Dl(y1)51 (UQ, CUl)UO =0. (3.78)

Ker je prav tako xgd1(ug,z1)ve L y1 , o € Ap, po lemi 3.29 sledi,
da je
$051(UO, l’l)UQDl (yl) + D1 (y1)1’051 (UQ, CUl)UO =0 (3.79)

za vse ug, vy € Uy, xg € Ag, x1,y1 € Aj. Pomnozimo izraz (3.78) z
leve strani z elementom zg in primerjajmo dobljeno identiteto z Ze
pokazano enakostjo (3.79). Ni tezko videti, da je potem

[Ao, D1(A1)]61(Uo, AUy = 0.

Ker je

[Ao, D1(A1)]01 (U, A1) € U,
je

[Ao, D1(A1)]61 Uy, A1) = 0,

pri ¢emer upostevamo, da je Uy polpraalgebra. Iz tega pa kaj hitro
sledi, da je tudi

01(Uo, A1)[ Ao, D1(A1)] = 0.
Namrec,

[Ao, D1 (A1) Aod1 (Uo, A1) C [AF, D1(A1)]o1 (Uo, Ar)
+ Ao[AQ,D1(A1)]51(UQ,.A1) =0,
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iz Cesar sledi 61 (Up, A1) [ Ao, D1 (A1)] Ao (Up, A1)[ Ao, D1(A1)] = 0.
Upostevajmo, da je Ay polpraalgebra, kar nas privede do Zelene
enakosti. Potem je po lemi 3.36 [d1(Uo, A1), D1(A1)] = 0. Iz tega
sledi, da je [61(Uo,A1).Ag, D1(A1)] = 0. S pomocjo izraza (3.78)
dobimo &1 (Uy, A1)UyD1(A1) = 0. S pomodcjo (3.76) pridemo do
enakosti

61(uo, 21)vod1 (1o, ¥1) = 01 (uo, T1)vo(D1(uoz1)
— D1 (u0)$1 — u0D1($1)) =0
za vsak vy € Uy. Posebej velja vgdy(ug, z1)Uovedy (up,z1) = 0.
Ker je Uy polpraalgebra, je Updi (Up, A1) = 0. Iz tega sledi, da je

U (Up, A1) = 0, saj je tudi Uy61(Uy, A1) = 0. Na podoben nacin
vidimo, da je 01 (U, A1)U = 0. Glede na enakost (3.61) je

0 = 01(uo, x1)x0D1((d1(u0, 21)y0)v0)
= 01(uo, x1)x001 (uo, £1)yo D1 (vo)

za vse T, Yo € Ao, ug,vo € Up in z1 € A;. Potem pa je

(01 (ug, z1)x0D1(v0)).A1 (1 (g, 21)20D1(00)) = 0.
Ker je 01(uo,x1)xoD1(vg) C Ay, z uporabo leme 3.26 (toc¢ka (1))
opazimo, da drzi enakost 01(Up,.A1)AgD1(Uy) = 0. S pomocjo Ze

znane identitete (3.77) vidimo, da je

91 (uo, x1)xod1 (ug, x1) = 01(ug, 1)x0 (D1 (upz1)
— Dl(uo)wl — u0D1 (1‘1)) =0.

To pomeni, da je d1(ug,x1)Agd (ug,z1) = 0 za vse ug € Up in
x1 € Ay. Iz tega sledi

01 (Up, A1) =0,

saj je Ag polpraalgebra. Torej je d1(U,.A) = 0. Dokaz je zakljucen.
]

Naslednji rezultat obravnava jordansko superodvajanje na polpra-
superalgebri.
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Izrek 3.38. Naj bo A asociativna polpra-superalgebra in naj bo
D = Dy+ Dy jordansko superodvajanje na A. Potem obstajata taka
gradirana ideala U in V superalgebre A, da je Dy(ux) = Dp(u)z +
(—=1)FluDy(x), k = 0,1, za vse u € U, x € A in [vg,z0] = 0 za
vse vy € Vg ter xg € Ag. Velja Se vec, UNV =0 inU DYV je bistven
ideal superalgebre A.

Dokaz. Naj bo U gradiran ideal algebre A generiran z [Ag, Ag]. S
pomodjo izreka 3.32 in izreka 3.37 vidimo, da je

D(uzx) = Dy(uzx) + Di(uz)
= Do(u)z + uDo(x) + D1 (u)z + (—1)"luD; ()

za vse homogene elemente u € U in x € A. To pomeni, da je D|U
vsota superodvajanja stopnje 0 ter superodvajanja stopnje 1.

Naj bo V = Ann(U). Izberimo poljuben vy € Vy. Potem je
[v0, 2o]yo[vo, 2o] = vo(xoyo[vo, Zo]) — zovo(yo[vo, zo]) = O

za vse vy € Vo, xo, Yo € Ao, saj je yolvo, xo], Toyolvo,xo] € Uy. Ker
je Ap polpraalgebra, je [vg, zo] = 0 za vse vy € Vg ter z¢ € Ap.

V nadaljevanju pokazimo, da je
61(Ag, A1) L [Ag, A (3.80)

Obravnavajmo izraz Di(ugxoy1), kjer so ug € Uy, xo € Ap in y; €
Aj1. Po eni strani vidimo, da je

D1 (uo(zoy1)) = Di(uo)zoyr + uoD1(zoy1),
po drugi strani pa velja

D1 ((woxo)y1) = D1(uozo)y1 + wozoD1(y1)
= D1 (uo)xoy1 + uoD1(x0)y1 + uozoD1(y1).

Ce primerjamo obe enakosti, vidimo, da je Uyd; (Ag, A1) = 0. Po-
sebej velja, da je

[./40,./410]./4051(./40,./41) =0 in ./41[./40,./40]./4151(./40,./41) =0.
Glede na lemo 3.26 (tocka (i)) je [Ao, Ao]A101(Ag, A1) = 0. Potem
pa je [Ag, AglAd1(Ap, A1) = 0, kar nas vodi do Zelenega zakljucka.
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Predpostavimo, da je Y = 0. Ker je U gradiran ideal generiran
z [Ao, Ao], je [Ao, Ag] = 0. Torej je Ag je komutativna algebra.
Ni tezko videti, da velja do(z,y), 01(x,y) € V za vse z,y € Ay U
Ay, pri Gemer upoStevamo relacije (3.42), (3.43), (3.55), (3.65),
(3.80) ter lemo 3.34. Potem pa iz enakosti V = 0 sledi, da je D
superodvajanje.

Ocitno je UV = 0. Torej je U NV = 0, saj je A polpraalgebra.
Predpostavimo, da je (4 + V) NZ = 0 za nek gradiran ideal Z
superalgebre A. Iz tega sledi, da je UZ = VI = 0. Potem pa je
Z C Ann(U)NAnn(V) = Ann(U) N Ann(Ann(U)) = 0. S tem smo
pokazali, da je U ® V bistven ideal algebre A. Dokaz je zakljucen.

O

Izrek 3.38 nam zagotavlja obstoj takih gradiranih idealov ¢ in V
supralgebre A, da je zozitev jordanskega superodvajanja D na ideal
U superodvajanje, sodi del ideala V pa je komutativen. V splosnem
ne obstajata taka prava ideala U in V superalgebre A, da bi bila
njuna direktna vsota enaka celi algebri A.

Primer 3.39. Naj bosta A = A9 ® A; in B = By ® B; taki aso-
ciativni pra-superalgebri, da zadoScata pogojem: A in B ne vse-
bujeta identitete, Ay je nekomutativna algebra, B je komutativna
algebra in By # 0. Na primer, A je trivialna superalgebra opera-
torjev kon¢nega ranga na neskon¢éno dimenzionalnem vektorskem
prostoru (nad poljem @), B = X ®[X] pa je superalgebra polinomo-
mov (s konstanto 0) z gradacijo By = ®[X?] in B; = X®[X?]. Naj
bo A= A® B & ®. Algebra A je polpra-superalgebra z gradacijo
Ag = Ao ® By @ @1 in Ay = A1 ® By, pri emer je sodi del neko-
mutativen. Naj bo by + b = b € B tak, da je by # 0. Definirajmo
preslikavo D : A — A s predpisom D(zg+ 1 +yo+y1 + ) = byx
za vse xg € Ag, v1 € A1, yo € By, y1 € By in A € ®. Potem je
D jordansko superodvajanje, ki ni superodvajanje. Ker sta 0 in 1
edina centralna idempotenta algebre A, A ne vsebuje taka prava
ideala U in V, da bi veljalo A=U ® V.

Na tem mestu lahko zapisemo glavni rezultat tega poglavja, ki
poda odgovor na vpraSanje, kaksna je povezava med jordanskim
superodvajanjem in superodvajanjem na pra-superalgebri. Rezul-
tat, ki ga bomo zapisali, je posploSitev klasi¢nega Hersteinovega
izreka o jordanskih odvajanjih na praalgebrah.
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Posledica 3.40. Jordansko superodvajanje na asociativni pra-su-
peralgebri je superodvajangje, razen v primeru, ko je njen sodi del
komutativen.

Zapisali bomo nekaj primerov pravih jordanskih superodvajanj, to-
rej takih, ki niso superodvajanja.

Primer 3.41. Naj bo A = Ay ® A; asociativna pra-superalgebra,
ki je komutativna kot algebra, in naj bo A; # 0. Nadalje, naj bo
0 # ag € Ap. Definirajmo preslikavo D : A — A s predpisom
D(xzo + z1) = apry za vsak zg € Ag ter 1 € A;. Potem je D
jordansko superodvajanje stopnje 0, ki ni superodvajanje.
Primer 3.42. Naj bo A = Q(«, 8) superalgebra kvaternionov. De-
finirajmo preslikavo D : A — A s predpisom D(A;1+ Aguv + Azu+
Aqv) = Agu — Ao za vse \; € ®. Potem je D jordansko superodva-
janje stopnje 0, ki ni superodvajanje. Poudarimo, da je tudi v tem
primeru Ag komutativna algebra, algebra A pa ni komutativna.
Primer 3.43. Naj bo ®[X] algebra polinomov nad poljem & in
naj bo A = ®[X| ® ®[X] superalgebra z gradacijo Ay = ®[X]® 0,
A; =0 @ P[X] ter mnoZenjem definiranim s predpisom (p1,q1) -
(P2,q2) = (P1p2 + Q192 P192 + @1p2); P1,¢1 € P[X]. Definirajmo
preslikavo D : A — A s predpisom D(p,q) = (0,p") (pri emer
je p’ odvod polinoma p) za vse (p,q) € A. Potem je D jordansko
superodvajanje stopnje 1, ki ni superodvajanje.

3.4 Jordanska e-odvajanja

V tem razdelku bomo podrobneje obravnavali posplositve klasic-
nih Hersteinovih rezultatov o jordanskih odvajanjih algeber in jor-
danskih superodvajanjih superalgeber na gradirane algebre. Tako
bomo v nadaljevanju usmerili pozornost na povezavo med jordan-
skimi e-odvajanji in e-odvajanji na asociativnih gradiranih alge-
brah. Glavne ideje raziskave bodo podobne kot do sedaj. Vsekakor
so na dolo¢enih mestih obravnave opazne ocitne razlike.

Naj bo v nadaljevanju A asociativna algebra gradirana z grupo G,
€ fiksen bikarakter za G in k € G.

Definicija 3.44. ®-modulski homomorfizem Dy : A — A je e-
odvajange stopnje k, ce je Di(Ag) C Akg in

Dy(zy) = Di(x)y + e(k, 2)zDx(y), z,y € H(A).
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Definicija 3.45. ®-modulski homomorfizem Dy : A — A je jor-
dansko e-odvajanje stopnje k, e je Dy(Ag) C Apgg in

Dy (xoey) = Di(x)ocy + e(k, x)zoDi(y), x,y € H(A).

e-Odvajanje na gradirani algebri A je kon¢na vsota e-odvajanj raz-
liénih stopenj na A. Podobno, jordansko e-odvajanje na A konéna
vsota jordanskih e-odvajanj razli¢nih stopenj na A. Vsako e-odvaja-
nje je seveda tudi jordansko e-odvajanje. V duhu dosedanjih rezul-
tatov se tudi na tem podrocju postavi vprasSanje, kdaj velja obratna
zveza.

Naj bo
or(z,y) = Dr(zy) — Dy(2)y — €(k, z)x Dy (y)

zavse z,y € H(A). V posebnem primeru, ko je element x vsebovan
v algebri Ay, je dx(z,y) = Di(zy) — Di(z)y — xDg(y). O¢itno je
0 e-odvajanje stopnje k natanko tedaj, ko je dx(z,y) = 0 za vse
x,y € H(A).

7 direktnim ra¢unom lahko preverimo, da je
Or(xy, 2) + 0 (z,y)z = O (z,y2) + €(k, x)xok(y, 2) (3.82)
za vse x,y,z € H(A).

Glede na enakost (3.81) vidimo, da je 0y(Ag, Ap) = 0 natanko
tedaj, ko je 6x(An, Ag) =0, g,h € G. S pomocjo relacije (3.2) in
definicije jordanskega e-odvajanja sledi, da je
Di([[z, yles 2le) = [[Dr(2), yle, 2]e + €(k, ) [z, Dr(y)]e, 2]63.83)
+ e(k, zy)|[z, yle, Di(2)]e-
Lema 3.46. Naj bodo p,q,r € G. Ce je 0k(Apg, Ar) = 0, je
[0k (Ap, Ag), Arle = 0.

Dokaz. Naj bodo z € A, y € Ay in z € A,. Ker je [z,y]le € Apg,
sledi

Dy ([[z, yle, 2]e) = D[z, ylez) — e(xy, 2) Dy (2], yle)
= Dy([z,yle)z + €(k, zy) [z, yle D (2)
— e(@y, 2) Di(2)[2, yle — e(kzy, 2)zDy([z, yle)
= [Dp([z, yle): 2]e + e(k, 2y)[[2, Yle, Di(2)]e-
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Primerjamo pravkar dobljeno enakost z identiteto (3.83) in pri tem
upostevajmo, da je Di(z oc y) = Di(x) oc y + e(k,x)x o Di(y).
Potem je [0x(z,y),2]e =0zavsez € Ay, y € Ay ter z € A,. Dokaz
je zakljucen. O

V nadaljevanju naj bo A taka gradirana praalgebra, da je [A;, .A41] #
0. Preden bomo podali glavni rezultat glede povezave med jordan-
skim e-odvajanjem in e-odvajanjem, bomo zapisali nekaj lem.

Lema 3.47. Ce je 6,(A1, AL) =0, je Dy e-odvajange.

Dokaz. Glede na predpostavko je tudi dx(A4,. A1) = 0. Po lemi
3.46 sledi

[5k(¢4+,¢4+),./41]5 =0. (384)

S pomodjo enakosti (3.82) izpeljemo, da je [0x(z,y)z, A1] = 0 za
vse z,y € H(Ay) in z € A;. Ker po enakosti (3.1) in (3.84) velja

5k($,y)[z,w] = [6k(iﬂ,y)Z,UJ] - [5k($,y),UJ]Z = 07
w € Ay, je o(z,9)[2,A1] = 0. Torej je
O (Ag, Ap)[Ar, A1) = [Ar, Aaég(Ag, Ay) = 0. (3.85)

Naj bodo z,y,z € H(Ay). Pomnozimo identiteto (3.82) z desne
strani z aditivno grupo [Aj,.41] in pri tem upostevajmo enakost
(3.85). Potem je &x(x,y)z[A1,A1] = 0. Ce pomnozimo enakost
(3.82) z leve strani z [Ay,.A1] in pri tem ponovno upoStevamo re-
lacijo (3.85), dobimo [Ay, A1]zdk(y, z) = 0. Torej je

(Ap, AL AL[A, Ayl = [Ar, A1) Aok (A, Ay) = 0. (3.86)

Ponovno upostevajmo predpostavko, da je dx(A4,.41) = 0. Po lemi
3.46 sledi

0k (A_, A_), Ay]. = 0. (3.87)

S pomo¢jo enakosti (3.82) pokazemo, da je [zd;(y, 2),2]e = 0 za
vse x,y € H(A_) in z € A;y. Z uporabo identitete (3.1) sledi, da je

0 = [wzdg(y, 2), 2] — wxdk(y, 2), z]e = [w, z]exdk(y, 2)

100



Jordanska e-odvajanja | 3.4
za vse w € H(AL), x,y € H(A_) in z € A;. Torej je
Ay, 2] A0 (A_,2) =0 (3.88)

za vse z € A;. Na podoben nagin, z uporabo enakosti (3.82) in
(3.87) pokazemo, da je [0x(z,y)z,x]e = 0 za vse x € Ay, y,z €
H(A-). To nas vodi do sklepa, da je ox(z,y)z[w,z]e = 0 za vse
w € H(Ay). Torej je

Su(A_, 2)A_[Ay,2] =0 (3.89)

za vse ¢ € A;. V nadaljevanju bomo razdelili dokaz na dva dela.
Najprej bomo obravnavali primer, ko je k € G4, potem pa primer,
ko je k € G_.

Primer 1. Predpostavimo, da je k € G. Primerjajmo identiteti
(3.88) in (3.89) ter pri tem upostevajmo rezultat leme 1.31 (tocka
(iii)). Potem je za vsak x € A; 0x(A_,z) =0 ali [A;,z] = 0. Ker
grupa ni unija svojih pravih podgrup in je [Aj, A1] # 0, je
ok(A_, A1) =0.
Po lemi 3.46 je
[0k(A_, AL), A]e = 0. (3.90)

Potem s pomodjo enakosti (3.82) izpeljemo enakost [0k (x, y)z, A1] =
0 za vse elemente x € H(A_), y € H(Ay) in z € Ay. Glede na
relaciji (3.1) in (3.90) sledi o (z,y)[z,.A41] = 0. To pomeni, da je

(A, A AL A1l = [Ar, AoR(A_, AL) = 0. (3.91)

Naj bodo z € H(A_) in y, z € H(A4). Pomnozimo enakost (3.82)
z desne strani z [Aj,.A1]. Pri tem upostevajmo identiteti (3.85) in
(3.91). Dobimo 6 (z,y)z[A1,A1] = 0. Torej je

S(A_, AL AL[AL A = 0. (3.92)

Naj bodo z,y € H(A) in z € H(A_). Ponovno pomnozimo ena-
kost (3.82) z [A1, A1), tokrat z leve strani. Iz tega glede na relaciji
(3.85) in (3.91) sledi, da je [Aj, A1]zdk(y, z) = 0. S tem smo poka-
zali, da je

(A, A AL (A_, AL) =0 (3.93)
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(pri tem upostevamo enakost (3.81)). Primerjajmo enakosti (3.92)
in (3.93) ter upostevajmo rezultat leme 1.31 (tocka (iv)). Ni tezko
videti, da je

o(A_, Ay) = 0. (3.94)

Glede na enakost (3.82) sledi zdy(y,z) = 0 za vse z € H(A_) in
y,z € H(AL). Torej je A_0k(A4, Ay) = 0. S pomodjo leme 1.31
(tocka (ii)) opazimo, da je A_ = 0 ali 63x(Ay, A}) = 0. Predposta-
vimo najprej, da je

Sl A, Ay) = 0. (3.95)
Po lemi 3.46 sledi, da je
[0k(A—, A_), ALl = 0. (3.96)
Po (3.82), (3.94) in (3.95) je [0k(z,y)z,At+]e = 0 za vse z,y €
H(A_) ter z € H(A4). S pomocjo enakosti (3.1) in (3.96) dobimo
5k($ay)['za~’4+]e = 0. Torej je
(A, A AL ALle = AL Ad]ed (A, AZ) = 0. (3.97)
Glede na enakost (3.96) je prav tako
Op(A—, A)AL[AL, ALl = 0. (3.98)
Naj bodo sedaj z,y, 2 € H(A-). Pomnozimo enakost (3.82) z desne
strani z mnozico [A4, A4 ]e. Ce upostevamo relaciji (3.94) in (3.97),
je 5k($ay)z[“4+7¢4+]e = 0. Torej je
(A, A)A_[A4, Al = 0.
Iz tega skupaj z enakostjo (3.98) sledi, da je
6k(“4*7 A*)‘A[AJM AJr]e =0.

Ker je A gradirana praalgebra in je [Ay, A1] # 0, je 6p(A_, A_) =
0.

Predpostavimo, da je A_ = 0. Potem je o¢itno dx(A_, A_) = 0.
Glede na enakost (3.86) sledi, da je 6 (A4, A4) =0, saj je A= AL
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gradirana praalgebra. Glede na pokazano je ;. e-odvajanje stopnje
k na algebri A, pri ¢emer je k € G..

Primer 2. Predpostavimo, da je k € G_. Glede na enakost (3.86)
in lemo 1.31 (tocka (iv)) takoj sledi, da je

or(As, Ay) =0, (3.99)

saj je 0x(A4, Ay) € A_. Potem s pomocjo leme 3.46 opazimo, da
je

[0k (A-, A-), Ayle = 0. (3.100)

Glede na enakosti (3.88), (3.89) in lemo 1.31 (toc¢ka (v)) vidimo, da
je za vsak x € A bodisi [A4, x| = 0 bodisi je 6 (A—,z)A_0k(A_,
x) = 0. Iz tega sledi, da je unija mnozic B = {z € A; | [Ay, 2] = 0}
inC={zxeA |&hA_,z)A_0,(A_,x) =0} enaka A;. Ker pa je
[A1, A1] # 0, velja B # A;. Torej obstaja tak element 2 € A1, da je
x ¢ B. Nas cilj je pokazati enakost mnozic C = A;. Predpostavimo,
da obstaja tak y € A;, dajey ¢ C. Potem je x +y, x —y ¢ B, kar
pomeni, da je x +vy,  —y € C. Ni tezko razmisliti, da iz tega sledi
y € C. To pa je o¢itno v nasprotju s predpostavko. Torej je

Op(A_, ) A_op(A_,2) =0 (3.101)
za vsak x € A;. Glede na relaciji (3.82) in (3.100) opazimo, da je
[5k(w7 y)Z, w]e - [6(1{3, w)xék(y7 Z)a w]E

za vse z,2 € H(A), y € A ter w € H(A;). Ce pomnozimo
pravkar zapisano enakost z desne strani z A_d;(A_,y) in pri tem
upostevamo identiteto (3.101), je

[5k($7 y)z, w]eAfék(Afy y) =0.
Ce ponovno upostevamo relacijo (3.101), dobimo
[5k($7 y)z, w]eAwLék(A*’ y) =0.

Potem je [0x(x,y)z, w]eAdp(A—,y) = 0 za vse x,2 € H(A_), y €
Aj in w € H(AL). S tem smo pokazali, da je

[5k (-A—a y)A— ) A+]€A5k (-A—a y) =0

103



3 | Jordanske preslikave

za vsak y € Aj. Pri nadaljnjem sklepanju upo$tevajmo, da je A
gradirana praalgebra ter dejstvo, da grupa ne more biti unija svojih
pravih podgrup. Torej je 0 (A_, A1) = 0 ali [0 (A_, A1) A_, Ay]. =
0. V obeh primerih velja slednje. Posebej velja

[0x(A—, A1) A_, 0k (A-, A1) Ay]e =0,
saj je 0p(A_, A1)AL C A,. S pomocjo enakosti (3.101) sledi, da je
(A, 2) AL (A, 2)A_ =0
za vsak z € A;. Potem pa po lemi 1.31 (tocka (ii)) velja
Op(A_,2)A4op(A_,z) =0 ali A_=0.

V obeh primerih je
(A, A1) =0.

Namreé, v primeru, ko velja 0x(A_,x) A0k (A_,z) = 0, Zeleni re-
zultat sledi po lemi 1.31 (tocka (i)). Z uporabo leme 3.46 lahko
razmislimo, da je

e (A, Ay), A = 0. (3.102)

Pravkar zapisana relacija nas skupaj z identitetama (3.82) in (3.99)
vodi do enakosti [0x(x,y)z, A1]le = 0 za vse x € H(A_), y,z €
H(AL). S pomodjo Ze znanih relacij (3.1) in (3.102) izpeljemo ena-
kost 0k (z,y)[2, A1]le = 0. Iz tega sledi, da je
5k(x7 y)w[za U]E = 5k(x7 y)[wza U]E - 6(27 U)(Sk(wa y)[w7 U]GZ =0
zavsev € A, x € H(A_) in w,y,z € H(A,). Torej je
(A, AL AL[AL Al = 0.

Glede na lemo 1.31 (toc¢ka (vi)) in predpostavko, da je [A1,.A1] # 0,
dobimo

S(A_, AL A_k(A_, Ay) = 0. (3.103)

V nadaljevanju dokaza bomo v vec¢ji meri ponovili postopek, ki smo
ga 7ze opisali. Torej, glede na enakosti (3.82) in (3.100) vidimo, da
je

[5k(w7 y)Z, w]G = [e(kv w)x(sk‘(ya 2)7 w]G
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zavse r,2 € H(A_), w,y € H(Ay). V naslednjem koraku pomno-
zimo to relacijo z A_d(A_, A}) in pri tem upoStevajmo enakost
(3.103). Dobimo

[0k (2, y)2, w]e A0k (A, Ay) = 0.
Ce ponovno upostevamo enakost (3.103), vidimo, da je tudi
[0k (z,y)z, w]e AL ok (A_, AL) = 0.
Iz tega sledi, da je
[0k (A—, Ap) A, AL]eAd (A, Ay) = 0.
Ker je A gradirana praalgebra, je
(A, AL ) =0 ali [0x(A_,A;)A_, ALl =0.
Ocitno v vsakem primeru drzi slednje. Posebej velja
[0k (A, Ap)A_, 0 (A, Ap) Ayl = 0.
Potem s pomo¢jo enakosti (3.103) izpeljemo identiteto
k(A AP Aok (A, AL)A- = 0.
Po lemi 1.31 (tocka (ii)) sledi, da je
A_=0 ali 6p(A_, A4)A40R(A-, Ap) =0.
V obeh primerih je
(A_, Ap) =0. (3.104)

Namre¢, ¢e velja og(A—, A4 )A40k(A—, Ay) = 0, sledi Zeleno po
lemi 1.31 (toc¢ka (i)). S pomocjo Ze znanih relacij (3.82), (3.99),
(3.100) in (3.104) izpeljemo enakost [dx(x,y)z, A+]e = 0 za vse
z,y € H(A-), z € H(AL). Z uporabo enakosti (3.1) in Ze znane
standardne metode vidimo, da je

Sp(A_ A AL[A,, Ay = 0. (3.105)

Na podoben nacin lahko pokazemo, da je [xdx(y,2), A+]c = 0 za
vse z € H(Ay) iny,z € H(A_), iz Cesar sledi, da je

A, Ap]eAr o (A_, A) = 0. (3.106)

Potem glede na relaciji (3.105) in (3.106) izpeljemo 6 (A—, A_) =
0, pri ¢emer upostevamo lemo 1.31 (tocka (iv)). S tem je dokaz
zakljucen. U
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Naslednji izrek je posplositev posledice 3.40.

Izrek 3.48. Naj bo D jordansko e-odvajanje na taki asociativni
gradirani praalgebri A, da je [Ay, A1] # 0. Potem je D e-odvajanje.

Dokaz. Nas cilj je pokazati, da je za vsak k € G jordansko e-
odvajanje Dy stopnje k e-odvajanje. Torej, naj bo k € G in naj
bo Dy, jordansko e-odvajanje stopnje k. S pomodcjo enakosti (3.3)
izpeljemo

Dy (aza) = Di(a)za + €(k,a)aDy(z)a + e(k, ax)ax Dy (a)

za vse a € H(A}), x € H(A). Z linearizacijo pravkar zapisane
identitete dobimo

Dy (axb) + Dy (bxa) = Di(a)zb + Dy (b)za + e(k, a)aDy(z)b
+ e(k,a)bDy(z)a + €(k, ax)az Dy (b)
+ e(k,azx)bxDy(a)

za vse a,b € Ay, g € G4 in x € H(A). Naj bodo a,b € H(A4) in
x € H(A). Obravnavajmo izraz Dy (abrba + baxab). Potem je

Dy.(a(bzb)a + b(aza)b) = Dy(a)bzba + €(k, a)aDy (bzb)a
+ ab’z)abrbDy,(a) + Dy, (b)azab
b)bDy,(axa)b + e(k, a*bx)baxaDy,(b)
k(a)bzba + e(k,a)aDy(b)xba

e(k,
+ e(k,
D
€(k,ab)abDy(x)ba + €(k, abx)abz Dy, (b)a
€(
€(
€(
€(

k,ab*z)abrbDy,(a) + Dy (b)axab
k,b)bDy(a)zab + €(k, ab)baDy(x)ab
k, abx)bax Dy (a)b

k, abx)baxaDy(b).

Tt

Po drugi strani pa opazimo, da je

Dy((ab)x(ba) + (ba)z(ab)) = Dy (ab)xba + €(k,ab)abDy(z)ba
+ €(k, axb)abx Dy (ba) + Dy (ba)zab
+ €(k, ab)baDy(z)ab
+ e(k, abx)bax Dy (ab).
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Primerjajmo pravkar pokazani enakosti in pri tem upoStevajmo
relacijo (3.81). Potem ni tezko preveriti, da je

0 = (Dg(ab) — Di(a)b — e(k,a)aDy(b))zba (3.107)
+ (Dk(ba) — Di(b)a — €(k,b)bDy(a))za
+ €(k, abx)baz(Dy(ab) — Di(a)b — e(k,a)aDy (b))
+ e(k, axb)abz(Dy(ba) — Dy (b)a — e(k,b)bDy(a))
= Ok (a, b)zba + 6 (b, a)zab + e(k, abx)baxdy (a,b)
+ €(k, abx)abxoy (b, a)
= 0(a, b)z[b, al. + e(k, abx)[b, alcxd(a,b)

S

zavse a,b € H(Ay) inx € H(A). Zaradi boljSe preglednosti pisimo
0k = 0x(a,b) in ¢ = [b,ale. S pomocjo enakosti (3.107) sledi, da je

Spreye = —e(k, a®b?xy)czeydy,
= e(k, abx)crdryc
= —dpxcyc.

Torej je dxxcyc = 0 za vse x,y € H(A). Torej, opAcAc = 0. Ker je
A gradirana praalgebra, je § = 0 ali ¢ = 0. S tem smo pokazali,
da za vsak par a,b € H(A4) velja dx(a,b) = 0 ali [a,b]e = 0. Ni
tezko razmisliti, da vsak par g,h € G4 velja 0;(Agy, Ap) = 0 ali
[Ag, Anle = 0 (do tega sklepa pridemo na podoben nacin kot v
dokazu izreka 3.19). V nadaljevanju pokazimo, da je 6y (A1, Ag) =
0 za vsak g € G4. Predpostavimo, da je [A;, Agle = 0 za neki
g € G4. Potem glede na enakost (3.83) velja

[Dr([z,y]e) — [Dr(2), yle — [z, Di(y)]e, 2]e = 0

zavse x € A, y € Ay in 2 € A. Ker je po predpostavki prav tako
Dk(l' O¢ y) - Dk($) CeYy — T O¢ Dk(y) = 0, sledi, da je

6k (A1, Ag), Ale = 0. (3.108)

Z uporabo identitete (3.82) izpeljemo enakost [xdx(y,2),z]e = 0
za vse x,z € Ay in y € Ay S pomodjo enakosti (3.1) in (3.108)
sledi, da je [z,z]0k(y,2) = 0 Potem pa je [z, 2] Adk(y,z) = 0 za
vse z,z € Ay in y € Ay. Ker je A gradirana praalgebra, je za
vsak z € A; bodisi [Al,z] = 0 ali §;x(Ag,2) = 0. Ker grupa A,
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3 | Jordanske preslikave

ne more biti unija svojih pravih podgrup in je [A1, A1] # 0, velja
0p(Ag, A1) = 0. S tem smo pokazali, da je dx(A4, A1) = 0. S

pomodcjo leme 3.47 sledi Zeleni rezultat. O

Za konec zapiSimo Se primer jordanskega e-odvajanja, ki ni e-odva-
janje.

Primer 3.49. Naj bo A algebra, opisana v primeru 3.20, k €
G, in a € Ag. Definirajmo preslikavo Dy : A — A s predpisom
Dp(x +y) = ay za vse © € H(Ay) ter y € H(A_). Potem je Dy,
jordansko e-odvajanje stopnje k. Ce je a # 0in A_ # 0, potem Dy,
ni e-odvajanje. Ce je namre¢ Dy, (zy) = Dy (x)y + e(k, z)zDy(y) za
vse z,y € H(A_), potem je aA_A_ = 0, kar pa je v protislovju s
predpostavko.
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4 | Lokalna superodvajanja
in lokalna e-odvajanja

V tem poglavju bomo predstavili lokalna superodvajanja in lokalna
e-odvajanja ter nekaj novejsih rezultatov na tem podrocju. Kot Ze
zapisano, superalgebre so poseben primer gradiranih algeber. Ker je
namen monografije predstaviti obravnavo dolo¢enih vprasanj tako
na podrocju superalgeber kot tudi gradiranih algeber, bo poglavje
razdeljeno na dva dela. V prvem delu se bomo osredoto¢ili na lo-
kalna superodvajanja, predstavili bomo osnovne primere in glavne
rezultate. V drugem delu pa bomo pozornost posvetili posplositvam
obravnavanih rezultatov na gradirane algebre.

4.1 Lokalna superodvajanja

Bresar je v svojem delu [3] raziskoval odvajanja na dolo¢enih kolo-
barjih, ki vsebujejo necentralne idempotente. Kot posledico je pred-
stavil nekaj novih rezultatov o lokalnih odvajanjih. Pokazal je, da
je vsako lokalno odvajanje na prakolobarju, ki vsebuje netrivialni
idempotent, odvajanje. V duhu te raziskave se je porodilo vprasa-
nje glede posplositve rezultatov, najprej na superalgebre, nato Se
na gradirane algebre.

ZapiSimo najprej definicijo lokalnega odvajanja.

Definicija 4.1. Naj bo A algebra in naj bo M A-bimodul. Lokalno
odvajanje je taka ®-linearna preslikava D : A — M, da za vsak
x € A obstaja tako odvajanje Dy : A — M, da je D(x) = Dy(x).

Avtorji Kadison [38], Larson in Sourour [11] obravnavajo vprasanje,
pod katerimi pogoji je lokalno odvajanje avtomaticno odvajanje.
Na to temo je bilo nato napisanih ve¢ ¢lankov, kot na primer [0,

, 12,13, 27, 28, 36, 44, 47, 49, 50, 51, 53, 54, 59]. Namen tega
poglavja je obravnavati tovrstno problematiko tudi na podrocju
superalgeber.
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Naj bo A algebra. Potem je A-bimodul M A-superbimodul, e velja
M = Mgy & M. V nadaljevanju bomo z Dy : A — M oznagili
suprodvajanje stopnje 0 in z D7 : A — M superodvajanje stopnje
1.

Definicija 4.2. Naj bo A asociativna superalgebra in naj bo M A-
superbimodul. Nadalje, naj bo i = 0 ali i = 1. Potem je ®-linearna
preslikava D; : A — M lokalno superodvajanje stopnje i, ce za
vsak © € A obstaja tako superodvajanje D;, : A — M stopnje i,
da je Di(x) = D;, (x). Lokalno superodvajanje je vsota lokalnega
superodvajangja stopnje 0 in lokalnega superodvajanja stopnje 1.

V duhu prej zapisanega se naravno porodi vpraSanje, kdaj je lo-
kalno superodvajanje lokalno odvajanje. Eden od ciljev tega po-
glavja je odgovoriti na to vpraSanje.

Najprej zapis$imo nekaj oznak. Vseskozi bo A = Ag®.A; asociativna
superalgebra in M = My®M; A-superbimodul. Z £ bomo oznagili
mnozico £ = & @ &1, kjer je

So={ecAy|e*=e} in

&1 = {e € Ay | obstaja tak ¢’ € &, daje (¢ +e)? =¢ +e}.

Mnozica & je pravzaprav mnozica vseh idempotentov v algebri
Ap in hitro lahko preverimo, da iz (¢/ +¢€)? = € +e, ¢ € &,
e € & sledi €2 = 0 in ée + e/ = e. Nadalje, z R = Ro & Ra
bomo oznadili pod-superalgebro superalgebre A generirano z £. S
simbolom Z = Zy @ Z; pa bomo oznagdili gradiran ideal generiran z
[€0, A]. Zapisimo Se, da je centralni idempotent tak idempotent e
superalgebre A, da je [e,z] = 0 za vsak x € A.

Lema 4.3. VeljaZ C R.

Dokaz. Naj bo e € & in x € H(A). Opazimo, da sta elementa
e + exr — exe in e + ze — exe tudi vsebovana v £. Namred, Ce je
x € Ay, potem velja e + ex — exe, e + xe — exe € &. V primeru,
ko je © € Ay, je ex — exe,ze —exe € & (¢! =e). Ker je E C R, je
(e +ex —exe) — (e + ze — exe) = [e,x] € R. S pomocjo dokaza [,
lema 2.1] sledi rezultat. O

Zapigimo nekaj primerov, ko je A = R.

110
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(a) A je enostavna superalgebra, ki vsebuje netrivialni idempotent
v AO.
Netrivialni idempotent je idempotent, ki je razlicen od 0 in
1. Enostavna superalgebra (kot tudi pra-superalgebra) ne vse-
buje netrivialnih centralnih idempotentov v sodem delu. To-
rej, ¢e je A superalgebra tipa (a), je Z # 0, kar pomeni, da je
R = A glede na lemo 4.3.

(b) A je enotska superalgebra, ki vsebuje tak idempotent ey € Ay,
da sta gradirana ideala generirana z ey oziroma 1 — ey enaka
A.
Predpostavimo , da A zado$¢a zgornjemu pogoju. Potem je
> 7i(1 —eo)y; = eo za neke zj,y; € H(A). Iz tega sledi,
da je eg = >_;[e0,z;](1 — eo)y; € Z. Analogno vidimo, da je
> Theoy; = 1 — eg za neke 2, y; € H(A) in zato 1 —eg =
>;l7%, eoleoy; € Z. Poslediéno je 1 € 7, iz Cesar sledi Z = R =
A.

(¢) A = M,(B), superalgebra n x n matrik nad enotsko algebro
B, kjer je n > 2.
Naj bo A tipa (c). Ni tezko preveriti, da A zados¢a (b). Na-
mrec¢, za ey lahko izberemo na primer matri¢no enoto Ei.

Naj bo v nadaljevanju i =0 ali 7 = 1 in D; : A — M naj oznacuje

®-linearno preslikavo. Obravnavali bomo naslednja dva pogoja:

(Dil) zy = yz = 0= (x0 + (=1)'z1) Di(y)z = 0
(x=z0+x1,y,2€ A=Ay Ay),

(Di2) xy = 0 = Di(x)y + (zo + (—1)'z1)Di(y) = 0
(r=zo+x1,y € A=Ag D Ay).

Ni tezko preveriti, da so preslikave, ki zados¢ajo pogoju (Dy2) ozi-
roma (D12) dejansko posebni primeri preslikav, ki zados¢ajo po-
goju (Dgl) oziroma (D;1).

Predpostavimo sedaj, da je D; : A — M superodvajanje stopnje
i. Izberimo taka x = xg + 21,y € A= Ay & Ay, da je zy = 0.

Potem je
0= Di(zy) = Di(x)y + (w0 + (=1)"1) Di(y)-
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Nadalje, iz enakosti zy = yz = 0, z € A, sledi, da je

0 = Dj(xy)z = Di(x)yz + (w0 + (=1)"x1) Di(y)=
= (zo + (=1)"z1)D;(y)z.

To pomeni, vsako superodvajanje stopnje 0 zados¢a pogojema (Dg1)
in (Do2). Podobno vsako superodvajanje stopnje 1 zados¢a pogo-
jema (D11) in (D12). Ali velja tudi obratna zveza?

Naj bo sedaj D; : A — M lokalno superodvajanje stopnje i, i =
0,1. Potem za vsak x = zg + z1,y,2 € A = Ay ® A; velja

(w0 + (=1)'z1)Di(y)= (—1)'@1)ds, ()2

(wo -
di, (zy)z — d;, (z)yz.

_I_
(zy

Ce je zy = yz = 0, potem iz zgornje enakosti sledi, da je (zo +
(—1)'z1)D;(y)z = 0. Pokazali smo torej, da tudi vsako lokalno
superodvajanje stopnje i zados¢a pogoju (D;1).

Pogoja (Dol) in (D;1)

Naj bo A enotska superalgebra in naj bo M enotski A-superbimo-
dul. Obravnavali bomo tako ®-linearno preslikavo D; : A — M, ki
zadosca pogoju (D;1) in je D;(Ag) € M, Di(A1) € M1y, (indeks
modul 2) ter D;(1) = 0.

Izrek 4.4. Naj bo A enotska superalgebra, M enotski A-super-
bimodul in naj bo D; : A — M taka ®-linearna preslikava, da
velja (D;1), Di(Ag) € M;, D;(A1) C My (indeks modul 2) in
D;(1) = 0. Potem je zoZitev preslikave D; na R superodvajanje
stopnje 1. Velja se vec,
Di(razs) + (=1)"rD;(z)s = Dy(ra)s + (—1)1"rDy(zs)  (4.1)
za vser,s € H(R),x € H(A)) in
Z(Di(wy) — Di(x)y — (=1)"aD;(y))T = 0 (4.2)

za vse x,y € H(A).
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Dokaz. Naj bosta e in f idempotenta v superalgebri A in naj bo
x € A. Ni tezko preveriti, da velja

(1—e)-exf=exf-(1—f)=0, (4.3)
e-(I-ezf=(1-ezf -(1-f)=0,
(I—e)-ex(l—f)=ex(l1—f) f=0,
e-(1—ezx(l—f)=1—-e)x(1l-f)-f=0.

V enakost (4.3) pis§imo e = eqg, f = fo € & . S pomocjo predpo-
stavke (D;1) pridemo do

(1 —eo)Di(eox fo)(1 — fo) =0,
eoDi((1 —eo)zfo)(1 — fo) =0,

(1 —eo)Di(eox(1 — fo))fo =0,
eoD;((1 —eo)z(1 — fo)) fo = 0.

1z tega sledi, da je
Di(eoz fo) + eoDi(z) fo = Dieoz) fo + eoDi(z fo) ~ (4.4)

za vse eq, fo € & in z € A.
Naj bosta sedaj e = eg € & in f = fo+ f1 € A taka idempotenta,
da je fo € & in f1 € & . Upostevajmo (4.3) in (D;1). Potem je

(1 —eo)Dieoxf)(1 — f) =0,

eoDi((1 —eo)zf)(1 - f) =0,

(1 —eo)Di(eoz(1 - f))f =0,

eoDi((1 —eo)z(1 — f))f = 0.

Torej je Di(epxf) + eoD;i(x)f = Di(epx) f + eoDi(z f). Iz enakosti
(4.4) dobimo

Dj(eox f1) + eoDi(x) f1 = Di(eox) f1 + eoDi(x f1) (4.5)

zavse ey € &, f1r €& inx € A

Naj bo f = fo € & in naj bo e = eg + e; € A idempotent, pri
Cemer je eg € & in e; € &. Ponovno upostevajmo (4.3) in (D;1).

113



4 | Lokalna superodvajanja in lokalna e-odvajanja

Torej velja

Di(exfo)(1 — fo) =0,
—e)zfo)(1— fo) =0,
Dj(ex(1 — fo))fo =0,

Glede na (4.4) dobimo enakost
Di(e1zfo) + (=1)'e1Di(x) fo = Di(erz) fo + (—1)"e1 Di(afo)4.6)

zavse ey €&, fo €& inzx e A

Nazadnje naj bosta e = eg +e; € Ain f = fo+ f1 € A taka
idempotenta, da je eg, fo € & ter eq, f1 € £1. S pomocjo Ze pred-
stavljenega postopka pridemo do identitete

Di(elwfl) + (—1)i€1Di(w)f1 = Di(elx)fl + (—1)i€1Di({L'f1X4.7)

za vsak eq, f1 € &1 in z € A. Glede na dobljene relacije (4.4), (4.5),
(4.6) in (4.7) velja

Dj(exf) + (—1)i|e‘eDi(w)f = D;(ex)f + (—1)i‘e|eDi(wf) (4.8)

zavse e, f € H(E) in x € H(A). Naj bo z = 1. Upostevajmo, da
je Di(1) = 0, iz Cesar sledi, da je

Di(ef) = Di(e)f + (—1)"fleD;(f) (4.9)

za vsaka e, f € H(E).

V naslednjem koraku bomo pokazali, da je zoZitev preslikave D; na
‘R superodvajanje stopnje i. Pokazimo najprej, da je

Di(eleg N en) (410)
= Di(er)es .. en-1en + (—1)1e1Di(ea)es ... 10 +
+o o (=1l entlerey e,y Dyfen)

za vsak n € N\ {1}, kjer so ey, e9,...,e, € H(E). Uporabili bomo
indukcijo po n. Glede na (4.9) je Zeleno dokazano za n = 2. Naj
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bo sedaj 2 < n in predpostavimo, da Zeleno velja za vsako naravno
stevilo manjse od n. Z upostevanjem (4.8) pridemo do

Di(eleg ce en) = Di(eleg ce en,l)en +
+(=1)letle;Diey ... en) — (=1)1etle  Di(ey .. en_1)en
za vse e1,€ea, ... e, € H(E). 1z tega sledi (4.10). S tem smo poka-
zali, da je zozitev preslikave D; na R superodvajanje stopnje i.
Za poljuben a € H(A) bomo oznacili mnozici
S, = {r e H(R) | Di(rza) + (—1)"rD;(z)a
= Di(rz)a+ (—1)"rDy(za) za vsak z € H(A)},
T. = {s € H(R) | D;(azs) + (—1)"aD;(z)s
= Dy(ax)s + (—1)1%aD;(xs) za vsak © € H(A)}.
Naj bodo r,7" € S,. Potem je
D;(rr'za) = Di(rr'z)a + (— )er rD;(r'za) — (=1)1rD;(+'z)a
= Di(rr'z)a + (=1)I"! r(D;(r'z)a + (— 1)l Dy (za)
— (=)' Dy()a) = (=1)r D (' z)a
= Di(rr'z)a+ (=) Iy’ Dy(za) — (=) e’ Dy (2)a
za vsak ¥ € H(A). S tem smo pokazali, da je rr’ € S, za vsak
par r,7" € S,. Podobno lahko pokaZemo, da je ss’ € T, za vsak
par s,s" € T,. Vidimo, da je H(E) C Sy za vse f € H(E). Torej je
H(R) C S za vse f € H(E). 1z tega sledi, da je f € T, za vsak

f € H(E) in vsak r € H(R). Potem pa je H(R) C T, za vsak
r € H(R). S tem smo pokazali (4.1).

Naj bodo sedaj u € H(Z), x € H(A) in s € H(R). Potem je
ur € H(Z) C H(R) glede na lemo 4.3. Ker je D; superodvajanje
stopnje ¢ na R, je

Di(uxs) = Dj(ux)s + (—1)1"luzDy(s).
Ker pa je u,s € H(R), sledi iz (4.18), da je
Di(uxs) = Di(ux)s + (=1)1"uD;(zs) — (=1)1uD;(z)s.
Ce primerjamo zadnji dve enakosti, vidimo, da je

u(D;(zs) — Di(x)s — (=1)1l2D;(s)) = 0 (4.11)
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za vse u € H(Z),x € H(A) in s € H(R). Naj bo sedaj y € H(A)
inv e H(). Ker je v e H(R), sledi

u(Dy((zy)v) = Di(zy)o — (~1)1™¥ayDi(v)) = 0.
Po drugi strani pa je yv,v € Z C R in uz € Z. Vidimo, da je

0 = u(Difa(yv)) - Difw)yo — (~aDi(ye))
= u(Dy(e(ye)) - Di(x)yo — (1) #a(Dify)v + (~1)WyD;(0))).

Ce primerjamo zadnji dve enakosti, pridemo do Zelenega zakljucka
(4.2). S tem je dokaz zakljucen. O

Glede na pravkar zapisan rezultat takoj sledita dve posledici. Prva
obravnava primer, ko je R = A, druga pa primer, ko je A pra-
superalgebra, ki vsebuje netrivialni idempotent v Aj.

Posledica 4.5. Ce je R = A, potem D; : A — M superodvajanje
stopnje 1.

Posledica 4.6. Naj bo D; : A — A taka ®-linearna preslikava,
da velja (D;1), D;(Ao) C A;, Di(A1) C A4 (indeks modul 2) in
D;(1) = 0. Ce je A pra-superalgebra, ki vsebuje netrivialni idem-
potent v Ay, potem je D; superodvajanje stopnje i.

Omenimo 8e, da izrek 4.4 velja tudi za lokalna superodvajanja
D; : A — M stopnje i. Naj bo sedaj A neenotska superalgebra
in naj bo D; : A — M lokalno superodvajanje stopnje . Potem
lahko obravnavamo superalgebro A’, ki ji dodamo enoto v A. De-
finirajmo 1m = m = ml za vsak m € M. Potem je M enotski
A’-superbimodul. Razgirimo D; na A’ z definiranjem D;(1) = 0.
Opazimo, da je D; lokalno superodvajanje stopnje 7 na A’. Torej
izrek 4.4 velja tudi v primeru, ko A in M ne vsebujeta enote. Po-
sebej velja, da vsaka superalgebra A z necentralnim idempotentom
v Ag vsebuje tak nenicelni gradirani ideal Z, da je vsako lokalno
superodvajanje D; : A — M stopnje i superodvajanje stopnje 4
na Z. S tem smo dobili odgovor na zastavljeno vprasSanje: vsako
lokalno superodvajanje iz A v M je superodvajanje na Z.

Naslednji dve posledici obravnavata vpraSanje, kdaj je lokalno su-
perodvajanje superodvajanje.

Posledica 4.7. Ce je R = A, potem je vsako lokalno superodvaja-
nje D : A — M superodvajanje.
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Dokaz. Naj bo D; : A — M, i = 0,1, lokalno superodvajanje
stopnje ¢. Potem D; zados¢a pogoju (D;1). Glede na izrek 4.4 sledi,
da je D; superodvajanje stopnje ¢ na A. Torej je vsako lokalno
superodvajanje D : A — M superodvajanje. O

Posledica 4.8. Naj bo A pra-superalgebra, ki vsebuje netrivialni
idempotent v Ag. Potem je vsako lokalno superodvajanje D : A —
A superodvajanje.

Dokaz. Glede na predpostavko, A vsebuje nenicelni gradirani ideal
Z.Najbo D; : A — A lokalno superodvajanje stopnje ¢. S pomodcjo
izreka 4.4 sledi, da velja (4.2). Ker je A pra-superalgebra, je D;
superodvajanje stopnje ¢ na A. Iz tega sledi, da je vsako lokalno
superodvajanje D : A — A superodvajanje. O

Pogoja (Do2) in (D;2)

Hitro lahko preverimo, da iz pogoja (Dg2) sledi pogoj (Dgl) ter
iz pogoja (D12) sledi pogoj (D;11). Tako rezultati prejsnjega dela
podajo Ze nekaj zakljuckov za preslikave, ki zados¢ajo pogojema
(Do2) ali (D;12). V nadaljevanju bomo predpostavili, da superal-
gebre in superbimoduli niso enotski. Obravnavali bomo tako ®-
linearno preslikavo D; : A — M, ki zados¢a pogoju (D;2) in je
DZ(.A()) C M, DZ(.Al) C My (indeks modul 2).
Izrek 4.9. Naj bo A superalgebra, M A-superbimodul in naj bo
D; : A - M taka ®-linearna preslikava, da je D;(Ag) C M,,
D;(A1) € My, (indeks modul 2) in (D;2). Potem je
Di(zr)z + (=) arD;(2) = Di(z)rz + (—1)1®leDy(rz) (4.12)
za vse x,z € H(A),r € H(R) in
(—1)=lwtz(Dy(xy) — Di(z)y — (—1)1*laD;(y)) (4.13)
= (D;(wt) — Di(w)t — (=1)lwD; (1)) zay
za vse t € H(AT), x,y,z,w € H(A).

Dokaz. Naj bo e idempotent v A in naj bosta z, z € H(A). Potem
je

(x —xe) - ez =0, (4.14)

ze-(z—ez) =0.
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Najprej predpostavimo, da je e = ¢y € &. Po (D;2) je
Di(x — zeg)egz + (1)1l (z — weg) Dy(egz) = 0,
Di(zeg)(z — epz) + (1)1l zeg Dy (2 — egz) = 0.

Iz tega sledi, da je

Di(zeg)z + (—1)17%lyey D;(2) = Di(a)eoz + (—1)1%zD;(ed4)15)
za vse x,z € H(A) in ey € &. Naj bo sedaj e = ¢y +e; € A
idempotent, kjer je ey € & in ey € &;. Po(4.14), (D;2) in (4.15) je

Di(ze1)z + (—1)1*lze; Di(2) = Di(x)erz + (—1)1*lzD;(e12)
za vse T,z € H(A) in e; € £1. S tem smo pokazali

Dy(ze)z 4+ (=1)1%¢lzeD;(2) = Dy(x)ez + (—1)1"l2D;(ez)(4.16)
za vse T,z € H(A) in e € H(E). Oznacimo
T = {r e H(A) | Di(xr)z + (=1)""zrDy(2)
= Dj(x)rz + (—1)1*leD;(r2) za vsak z,z € H(A)}.
Naj bodo r,7" € T in z,z € H(A). Potem je
Di(zrr")z = Di(zr)r'z + (=) zrD;(r'2) — (—1)1* " lzre! Dy(2)
= Di(z)rr'z + (=)D (rr'2) — (=) |l zri’ Dy (2).

Tako smo pokazali, da je rr’ € T. Ker je H(E) C T (glej (4.16)),

je H(R) C T. Torej velja (4.12).

Naj bodo u € H(Z) in z,y, z,w,w’,w"” € H(A). Potem je

wzz, w"uz, w'w'u € H(T) C H(R)

glede na lemo 4.3. Z upostevanjem (4.12) je

ww'w” Di(uzxy) =

= (=) lww! D;(w"uzz)y + (—1 ww'w"uzzD;(y)

- (—1)i|w//|ww'D-( Nuzzy = (—1)1" lw((=1)1'1 Dy (w'w"uz)x
(=DM =y wuz Dy (z) — (= 1)1 Dy (w)yw" uzz)y
(=)=l w" uzae Dy (y) — (1)1
= (=1 (=1 Dy (ww'w"u)z + (— 1)1 ' uD; (2)

- (- 1)”“"D ( yw'w"uz)zy + (—1) 1 lww' wuzD;i(z)y

— (=)l Dy (w " uzzy + (— 1)1 lww'w" uze Dy (y)

— (—1)i"]

H‘

+ o+

ww' D;(w"uzay

ul

ww' Di(w"uzwy.
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Ker je uz,w"u € H(R), velja

ww'w” Di(uzxy) =

= 0(=1)""lww Dy(w"uz)zy + (= 1)1 ww' v uzDy(zy)

— (=) ! Dy (w"uzay = (—1)"" w((= 1) Dy(w'w"w)z
+ (=) " " uD;(2) — (1)1 Dy (w)w" uz)zy

+ (=)' w"uz Dy (zy) — (=1)1" lww Dy(w"Yuzay.

Pisimo ¢t = w'w”u. Ko primerjamo obe dobljeni identiteti, dobimo

(1)1 lwtz(D;(zy) — Dix)y — (—1)1*1eD;(y))
= (D;(wt) — Di(w)t — (—1)"lwD;(t))zzy

zavset € H(A?T),z,y, z,w € H(A). S tem je dokaz zakljuéen. [

Posledica 4.10. Ce je R = A, preslikava D; : A — M zadosca
(4.17). Velja 3e vec, ée A in M wvsebujeta enoto, je X\ = D;(1) €
Z(M) in obstaja tako superodvajanje §; : A — M stopnje i , da je
D;(z) = 0;i(x) + Az za vsak x € H(A).

Dokaz. V primeru, ko je A =R, lahko (4.12) zapiSemo kot
Di(zy)z + (=1)"¥layD;(z) = Di(x)yz + (=1)1*lwD;(y£.17)
zavse x,y, z € H(A). Predpostavimo sedaj, da sta A in M enotski.
Naj bo z = z = 1. Po (4.17) je A = D;(1) € Z(M) = {m €
H(M) | (—=1)1lzm = max za vsak 2 € H(A)}. Ce je i = 0, potem

je Z(M) dejansko center M. Naj bo z = 1. Potem je §; :  +—
D;(x) — Az superodvajanje stopnje i. Velja namre¢

0i(zy) = Di(zy) — Axy
= Di(z)y + (—1)""lzD;i(y) — 2A\ay
= ;i(z)y + \vy + (—1)i|$|w5i(y) — \zy
=9 Y

i(@)y + (=1)as;(y)

za vse x,y € H(A). O

Posledica 4.11. Naj bo A pra-superalgebra, ki vsebuje netrivialni
idempotent v Ay in naj bo Dy : A — A taka ®-linearna preslikava,
da velja (Do2), Do(Ag) € Ag in Do(A1) C Ay. Potem obstaja tak
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element A v razSirjenem centroidu algebre A in tako superodvajanje
0o stopnje 0, ki slika iz superalgebre A v centralno zaprtje od A, da
je Do(z) = do(z) + Az za vsak x € A.

Dokaz. Glede na predpostavko, velja (4.13) in A2Z # 0. Namreg,
¢e je AT = 0, potem mora biti Z = 0. Ker pa A ne vsebuje
netrivialnega centralnega idempotenta v Ay, je Z # 0.

Naj bosta sedaj w € A in t € A%Z taka elementa, da velja wt # 0.
Glede na (4.13) je

wtz(Dg(wt) — Do(w)t — wDy(t)) = (Do(wt) — Do(w)t — wDy(t))zwt
za vsak z € A. Torej obstaja tak p v razsSirjenem centrodu C
algebre A, da je
pwt = Do(wt) — Do(w)t —wDy(t).
Iz (4.13) potem sledi, da je
wtz(Do(zy) — Do(x)y — zDo(y) — pay) =0

za vse x,y, z € A. Ker je A praalgebra, velja

Do(xy) — Do(z)y — xDo(y) = pry

zavsak z,y € A. Potem pa je Do(z) = dp(x)—px za vsak x € A, saj
je &g superodvajanje stonje 0, ki slika iz superalgebre A v centralno
zaprtje od A. Ozna¢imo e A = —p in dokaz je kondéan. O

V primeru, ko je A enotska superalgebra, superodvajanje &g slika
v Ainje A= Dy(1) € Z(A).

Posledica 4.12. Naj bo A prasuperalgebra, ki vsebuje netrivialni
idempotent v Ag, in naj bo D1 : A — A taka ®-linearna preslikava,
da velja (D12), D1(Ao) C Ay, in Di(A;) C Ay. Potem je Dy

superodvajanje stopnje 1.

Dokaz. Glede na predpostavke obstajata taka elementa w € A in
t € AT, da je wt # 0. Predpostavimo najprej, da je lihi del C;
raz8irjenega centroida C = Cy @ C; superalgebre A enak ni¢. Po
(4.13) je

wtz(Dy(wy) — D)y — (—1)lzDy(y)) = 0

120



Lokalna e-odvajanja || 4.2

za vsak z,y,z € H(A). Iz tega sledi, da je
Di(zy) = Di(2)y — (=1)"lzDi(y) = 0

for all z,y € H(A). S tem smo pokazali, da je D; superodvajanje
stopnje 1 na A.

Predpostavimo sedaj, da je C; # 0. Glede na (4.13) je

(—D)twtz(Dy (zy) — Di(2)y — (—1)1*2Dy (y))
= (D1 (wt) — Dy (w)t — (—=1)lwD; (t)zzy

za vse &,y € H(A) in z € Ag. Se ve€, zgornja enakost velja za vse
z € Ay. Po (4.13) je

—(=1)!wtz(Dy(zy) — Di(2)y — (—-1)*l2Dy (y))
= (D1(wt) — Dy(w)t — (—1)'“"le (t))zzy

za vse &,y € H(A) in z € A;. Ce primerjamo zadnji dve enakosti,
vidimo, da je wtz(Dy(zy) — Di(z)y — (—1)I¥lzDy(y)) = 0 za vse
z,y € H(A) in z € Ay. Analogno lahko pokazemo, da ta enakost
velja tudi za vse z,y € H(A) in z € Ay. 1z tega sledi, da je

witz(Dy(xy) — Di(w)y — (~1)¥zDi (y)) = 0
za vse x,y € H(A) in z € A. Torej je
Di(zy) — Di(z)y — (~1)"lzDy(y) = 0

za vse x,y € H(A). Dokaz je koncan. O

4.2 Lokalna e-odvajanja

Namen tega poglavja je predstaviti lokalna e-odvajanja in posplositi
rezultate, predstavljene v prejSnjem poglavju. Ideja in motivacija
za tovrstno obravnavo je povzeta po ¢lankih [8] in [15].

V nadaljevanju bomo z A oznacevali G-gradirano asociativno al-
gebro. Pravimo, da je A-bimodul M je gradiran A-bimodul, & je
M = @gegMy. Zapisimo definicijo lokalnega e-odvajanja.
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Definicija 4.13. Naj bo A asociativna gradirana algebra in naj bo
M gradiran A-bimodul. Nadalje, naj bo k € G. Potem je ®-linearna
preslikava Dy : A — M lokalno e-odvajanje stopnje k, ce za vsak
x € A obstaja tako e-odvajange stopnje k (D) : A — M, da je
Dy(z) = (Dg)z(x). Lokalno e-odvajange je konéna vsota lokalnih
e-odvajanj razlicnih stopen.

V nadaljevanju bomo z £ bomo oznagili mnozico £ = @geaéy, kjer
je £ mnozica vseh idempotentov v A,

S ={ec A |e?=el,
inzag#1eG
E,={ec A, | obstajatak e €&, daje (¢ +e)? =¢ +e}.

Opazimo, da iz enakosti (¢/ +€)> = ¢’ + ¢, ¢ € &, e € &, sledi
e =0 in e'e + ee’ = e. Nadalje, z R = @4ecR, bomo oznadevali
gradirano podalgebro A generirano z £, in z Z = ©4ecl, gradiran
ideal, generiran z [£7, Al.

Lema 4.14. Veljo T CR.

Dokaz. Naj bo e € & in naj bo x € H(A). Potem sta elementa
e+ex —exein e+ xe — exe tudi v £. Namreé, ¢e je z € Ap, potem
je ocitno e+ ex — exe,e + xe — exe € £1. V primeru, ko je v € Ay,
g € G, je ex — eve,ve —exe € & (¢! = e€). Ker je £ C R, je
(e + ex — exe) — (e + ze — exe) = [e,x] € R. Po [8, lema 2.1] sledi
zelen rezultat. O

Ce torej A; vsebuje necentralni idempotent, potem obstaja neni-
Celni gradirani idel, ki je vsebovan v R.

Zapisimo nekaj primerov, ko je A = R.

(a) A je gradirana enostavna algebra, ki vsebuje netrivialne idem-
potente v Aj.
Gradirana enostavna algebra A (kot tudi gradirana praalge-
bra) ne vsebuje netrivialnih centralnih idempotentov v A;. Ce
je torej A gradirana algebra tipa (a), potem je Z # 0. Iz tega
sledi po lemi 4.3, da je R = A.
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A je gradirana algebra z enoto 1, ki vsebuje tak netrivialni
idempotent e € A, da sta gradirana ideala generirana z e
oziroma 1 — e enaka A.

Predpostavimo, da A zados¢a pogoju (b). Potem je Zj zj(1—
e)y; = e za neke z;,y; € H(A), kar pomeni, da je e =
>jle.zj](1 — e)y; € Z. Podobno je 3, a%ey; = 1 — e za neke
2%,y € H(A) in zato je 1 —e = 3 [2", eley’ € T. 1z tega sledi,
dajeleZ. TorejjeZ =R =A.

A = M, (B), gradirana algebra n x n matrik nad enotsko al-
gebro B, kjer je nGeq?2.

Naj bo A tipa (c). Ce za e izberemo matri¢no enoto Ey1, potem
A zados¢a pogoju, zapisanem v primeru (b).

V nadaljevanju naj bo k € G in Dy : A — M naj oznacuje ®-
linearno preslikavo. Obravnavali bomo naslednje pogoje:

(Dra) vy =yz=0= 3 cselk,g)zgDy(y)z =0

(l’ = EgEG Tg,Y,2 € A= EBg€G~Ag)a

(Db) zy = 0 = Dy(x)y + > e €(k, 9)zgDi(y) =0

(=2 yec %9y € A= BgecAy).

Ni tezko preveriti, da so preslikave, ki zados¢ajo pogojem (Dyb),
poseben primer preslikav, ki zado§¢ajo pogojem (Dya).

Naj bo sedaj Dy : A — M e-odvajanje stopnje k in

T = ng,yGAZGBgeG.Ag

geG

taka elementa, da je zy = 0. Potem je

0 = Di(zy) = Di(w)y + Y e(k, 9)a4 Di(y)-
geG

Cejeay=yz=0, z€ A, je

0 = Dg(zy)z = Dy(x)yz + Z e(k,9)zyDy(y)z
geG

=3 e(k, g)xy Dy(y)z.

geG
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Torej vsako e-odvajanje stopnje k zadoica pogojma (Dya) ter (Dgb).
Postavi se vprasanje: ali velja obratna zveza?

Naj bo Dy : A — M lokalno e-odvajanje stopnje k. Potem je

> ek, 9)1yDi(y)z

geG

= Z e(k,9)xy(Dy)y(y)z

geG
= (Dr)y(zy)z — (Di)y(2)yz

za vse T = Egerg iny,ze A= QyeaAy. Ce je zy = yz = 0,
potem iz zgornje enakosti sledi, da je deG e(k,9)xyDy(y)z = 0.
Pokazali smo torej, da tudi vsako lokalno e-odvajanje stopnje k
zadosta (Dya).

V nadaljevanju bomo zaradi boljse preglednosti uporabili oznako

Ok(z,y) = Di(zy) — Dr(z)y — e(k,2)xDp(y),  x,y € H(A).

Pogoj (Dya)

Naslednji izrek, ki obravnava tako ®-linearna preslikava Dy : A —
M, da zados¢a pogoju (Dya) in je Di(A;)) € My, @ € G in
Dy(1) = 0, je posplogitev izreka 4.4.

Izrek 4.15. Naj bo A gradirana algebra z enoto 1, M enotski gradi-
ran A-bimodul in naj bo Dy : A — M taka ®-linearna preslikava,
da velja (Dga), Di(A;) € My, @ € G in Di(1) = 0. Potem je
zoZitev preslikave Dy na R e-odvajanje stopnje k. Velja Se vec,

Dy (rxs) + e€(k,r)rDy(x)s = Di(rx)s + e(k,r)rDg(xzs)  (4.18)
za vser,s € H(R),x € H(A) in
Zok(H(A), H(A))Z = 0. (4.19)
Dokaz. Naj bosta e in f idempotenta v A in naj bo z € A. Ni
tezko preveriti, da velja
(1—e)-exf=exf-(1—f)=0, (4.20)
e-(I—e)zxf=(1-ef-1-f)=0,
(1—e)-ex(l—-f)=ex(1—-f)-f=0,
e-(I—e)z(1-f)=QA—-ez(1-f) f=0.
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Naj bo sedaj e = €1 in f = f; € & v (4.20). Vidimo, da je
e(k,e1) = €(k,1) = 1. Po (Dga) je

(1 —e1)Dilerzfr)(1 - f1) =0,

e1Di((1 —e1)zf1)(1 - f1) =0,

(1 —e1)Dr(erz(l — f1)) fr =0,

ele((l — 61)1'(1 - fl))fl = 0.

Sledi, da je
Dy(erxzfi) + e1Di(x) fi = Dy(erz) fr + e1Dy(xf1)  (4.21)

zavseey, fr€& inx e A

Nadalje, naj bosta e = ey € & in f = fi+ f, € A, g € G,
idempotenta, kjer je fi € & ter f, € &. Upostevajmo (4.20) in
(Dra), iz Cesar sledi

(1 —e1)D(erzf)(1 - f) =0,
e1Di((1 —e)zf)(1 - f) =0,
(1 —e1)D(erz(1 - f))f =0,
e1Di((1 —e)z(l— f))f =0.

Torej je
Dy(erxf) + e1Dy(z)f = Dy(erz) f + e1Dy(z f).

Glede na (4.21) dobimo

Dk(elwfg) + ele(w)fg = Dk(elw)fg + ele(wfg) (4.22)

zavse ey €&, fg€ &y, g€ G, inx € A

V nadaljevanju naj bo f = fi € & ine=¢e; +e, € A h € G,
idempotent, kjer je e; € & in e, € &,. Ponovno upostevajmo (4.20)
in (Dga). Sledi

(1 —e1 —e(k,h)ep)Di(exfr)(1 — f1) =0,
(e1 + e(k,h)en)Di((1 —e)xfr1)(1 — f1) =0,
(1 —ey —e(k,h)en)Dy(ex(1 — f1)) f1 =0,
(e1 + €(k, h)en) Di((1 — e)z(1 — f1)) fr = 0.

125



4 | Lokalna superodvajanja in lokalna e-odvajanja
Po (4.21) je
Dy(epxfr) + €(k,h)ep Di(z) f1 = Di(epx)f1 + €(k, h)ep Dy (f#423)
zavsee, €&, heG, €& inx e A
Nazadnje naj bosta e =e; +e, € A, h € G, in f = fi + f, € A,
g € G, idempotenta, kjer so e1, f1 € & ter ey € &, fg € €5 S
pomocjo prej opisanega postopka dobimo
Dy (enz fg) + €(k, h)er Dy (z) fg = Di(enz) fg + €(k, h)ep Dy (2£524)
za vse ey, € &, fg € &g in x € A. Glede na (4.21), (4.22), (4.23) in
(4.24) smo pokazali, da je

Dy(exf) + e(k,e)eDy(x)f = Di(ex)f + e(k,e)eDy(xf) (4.25)
zavsee, f € H(E) ter x € A. Naj bo x = 1. Ker je Dg(1) =0 je

dk(e, f)=0 forall e, feH(E). (4.26)

Pokazimo, da je zozitev preslikave Dy na R e-odvajanje stopnje k.
Pokazati torej moramo, da je
Dy(eres...ep) (4.27)
= Di(e1)ea...en—16n +€(k,e1)e1Di(e2)es ... en_16n +
+...+elk,erea...ep_1)erea...en_1Dg(en)
za vsak n € N\ {1}, kjer so ey, es,...,e, € H(E). Uporabili bomo
indukcije po n. Po (4.26) je Zeleno pokazano za n = 2. Naj bo
sedaj 2 < n. Predpostavimo, da Zelo drzi za vsako naravno Stevilo
manjse od n. Po (4.25) je
Dk(eleg ce en) = Dk(eleg ce enfl)en +
+e(k,e1)e1Di(es...ey) — e(k,er)erDi(ea ... en—1)en
za vse e1,€a,...,e, € H(E). 1z tega sledi (4.27). S tem smo poka-
zali, da je zozitev preslikave Dy na R e-odvajanje stopnje k.
Za poljuben a € H(.A) bomo oznacili mnozici
Sy ={r € H(R) | Di(rza) + e(k,r)rDi(x)a
= Dy(rxz)a + e(k,r)rDy(za) za vsak x € H(A)},
To = {s € H(R) | Dr(axs) + e(k,a)aDy(x)s
= Dy(ax)s + e(k,a)aDy(zs) za vsak x € H(A)}.
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Naj bosta r, 7’ € S,. Potem je
Dy(rr'za) = Di(rr'z
= Dy(rr'z
(

—e(k,r’

b

/
E\TT X

(rr
za vsak x € H(A). Torej j Je rr’ € S, za vsak par r,7’ € S,. Podobno
lahko pokazemo, da je ss’ € T, za vsak par s,s’ € T,. Po (3.47) je
H(E) C Sy za vsak f € H(E). Sledi H(R) C Sy za vsak f € H(E).
Torej je f € T, za vsak f € H(E) in vsak r € H(R). S tem smo
pokazali (4.18).

Naj bood v € H(Z), x € H(A) in s € H(R). Potem je ux €
H(Z) € H(R) glede na lemo 4.3. Ker je Dy e-odvajanje stopnje k
na R, je

Dy (uxs) = Dy(ux)s + e(k,ux)uxDy(s).

Ker je u,s € H(R), sledi iz (4.18), da je
Dy (uzxs) = Di(ux)s + €(k,u)uDy(zs) — e(k,u)uDy(x)s.
Ce primerjamo obe identiteti, dobimo
udg(z,s) =0 (4.28)

za vse u € H(Z),z € H(A) in s € H(R). Naj bo y € H(A) in naj
bo v € H(Z). Ker je v € H(R), sledi iz (4.28)

u(Dy((zy)v) — Dy(zy)v — e(k, xy)zy Di(v)) = 0.
Ker je yv,v € Z C R in ux € Z, (4.28) sledi

0 = u(Dg(z(yv)) — Dg(x)yv — €(k, z)x Dy (yv))
= u(Dy(2(yv)) — Dr(x)yv — e(k, 2)a(Dr(y)v + €(k, y)y D (v))).

Torej velja (4.19). S tem je dokaz izreka zakljucen. O

Glede na sploSen rezultat, ki smo ga predstavili, takoj sledijo tri
posledice.

Posledica 4.16. Ce je R = A, je Dy, : A — M e-odvajanje stopnje
k.
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Posledica 4.17. Naj bo Dy, : A — A taka ®-linearna preslikava,
da velja (Dra), Di(A;) € Ay, @ € G, Di(1) = 0, in naj bo J
gradiran ideal A generiran z 6,(H(A), H(A)). Ce je A gradirana
polpraalgebra, ki vsebuje netrivialni idempotent v Ay, potem je

(i) JI=1J =0,

(ii)) eJ(1—e)=(1—e)Te=0 za vsak e € &,
(tit) Tf=01in fT =0 za vsak f € Rg,9 # 1,
(v) [T, R]=0.

Dokaz. Glede na (4.19) je 6x(H(A), H(A)) Lok (H(A), H(A))L = 0.
Po predpostavki je A gradirana polpraalgebra, iz Cesar sledi, da je
Ok (H(A),H(A))Z = 0. Torej je JZ = 0. Podobno lahko pokazemo,
dajeZJ =0.

Ker je JZ =0, je J[&1, A] =0, iz cesar sledi [T, &1]A[T, ] = 0.
Glede na predpostavko sledi [7, 1] = 0. Ker je [e, J](1—¢€) = 0 za
vsak e € &1, je eJ (1 — e) = 0. Opazimo, da je tudi (1 —e)Je =10
za vsak e € &7.

Naj bo e + f idempotent v A, kjer jee € &1, f € &, g € G. Potem
je 0 =ex(1—e)f = ex(f —ef) za vsak € J. Po drugi strani
paje 0 = exf(l —e) = ex(f — fe). Ker je fe+ef = f, sledi
eJ f = 0. Potem je tudi fexf = 0 in efxf = 0, kar privede do
fJf =0. Posebej vlja JfAT f = 0. 1z tega sledi J f = 0 za vsak
f €&, 1# g e G. Podobno lahko pokazemo, da je fJ = 0 za
vsak f € &, 1 # g € G, kar nas skupaj z enakostjo [J,&1] = 0
privede do [J,&] = 0. Posledi¢no je [J,R] = 0. S tem je dokaz

zakljucen. O

Posledica 4.18. Naj bo Dy, : A — A, k € G, taka ®-linearna
preslikava, da je Dyp(A;) C Api, i € G, (Dya) in Dy(1) = 0. Ce je
A gradirana praalgebra z netrivialnim idempotentom v Ay, potem
je Dy e-odvajanje stopnje k.

Dokaz. Glede na posledico 4.17 je JZ = 0. Ker je A gradirana
praalgebra in Z # 0, sledi, da je J = 0. Torej je 0, (H(A), H(A)) =
0, kar pomeni, da je Dy e-odvajanje stopnje k. O
Zapisati velja, da zakljucek izreka 4.15 drzi tudi za lokalna e-odvaja-

nja Dy : A — M, k € G, stopnje k.

128



Lokalna e-odvajanja || 4.2

Naj bo sedaj A neenotska gradirana algebra in naj bo Dy : A —
M, k € G, lokalno e-odvajanje stopnje k. Potem lahko obravna-
vamo gradirano algebro A’, ki ji dodamo enoto v A. Definirajmo
1m = m = ml za vsak m € M. Potem postane M enotski gra-
diran A’-bimodul. Razsirimo Dy na A’ z definiranjem Dy (1) = 0.
Opazimo, da je Dy, lokalno e-odvajanje stopnje k na A’. Potem za-
kljucek izreka 4.15 drZi za lokalna e-odvajanja Dy : A — M tudi v
primeru, ko sta A in M neenotski. Posebej velja, vsaka gradirana
algebra A z necentralnim idempotentom v Ay vsebuje tak neni-
celni gradirani ideal Z, da je vsako lokalno e-odvajanje stopnje k,
Dy : A— M, k € G, e-odvajanje stopnje k na Z. To pomeni, da
je vsako lokalno e-odvajanje iz A v M e-odvajanje na Z.

Naslednji posledici podata odgovor na zastavljeno vprasanje glede
povezave med lokalnim e-odvajanjem in e-odvajanjem: v primeru,
ko je R = A ali je A gradirana praalgebra z netrivialnim idempo-
tentom v Aj, je lokalno e-odvajanje e-odvajanje.

Posledica 4.19. Ce je R = A, potem je vsako lokalno e-odvajanje
D : A — M e-odvajanje.

Dokaz. Naj bo Dy : A — M, k € G, lokalno e-odvajanje stopnje
k. Potem Dy zadosca (Dyia). Glede na izrek 4.15 sledi, da je Dy
e-odvajanje stopnje k o A. Torej je vsako lokalno e-odvajanje D :
A — M e-odvajanje. O

Posledica 4.20. Naj bo A gradirana praalgebra z netrivialnim,
idempotentom v Ay. Potem je vsako lokalno e-odvajanje D : A — A
e-odvajanje.

Dokaz. Glede na predpostavko A vsebuje nenicelni gradirani ideal
Z. Naj bo Dy : A — A, k € G, lokalno e-odvajanje stopnje k. S
pomodjo izreka 4.15 sledi (4.19). Ker je A gradirana praalgebra,
je Dy e-odvajanje stopnje k na A. Posledi¢no je vsako lokalno e-
odvajanje D : A — A e-odvajanje. O

Pogoj (Dyd)

Hitro lahko preverimo, da iz pogoja (Dyb) sledi pogoj (Dya). Tako
rezultati prejSnjega dela podajo Ze nekaj zakljuckov za preslikave,
ki zados¢ajo pogoju (Dyb). V nadaljevanju bomo predpostavili, da
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gradirane algebre in gradirani bimoduli niso enotski. Obravnavali
bomo tako ®-linearno preslikavo Dy : A — M, ki zadoS¢a pogoju
(Dgb) in je Di(A;) € My, i € G.

Izrek 4.21. Naj bo A gradirana algebra, M gradiran A-bimodul
in naj bo Dy : A — M taka ®-linearna preslikava, da velja (Dyb)
in Dp(A;) C My, i € G. Potem je

Dy(xzr)z + €(k,xr)xzrDg(z) = Dy(x)rz + e(k,x)xDy(rz) (4.29)
za vse x,z € H(A),r € H(R) in
e(k,wtz)wtzog(x,y) = o (w, t)zxy (4.30)
za vse t € H(A?L),z,y, z,w € H(A).
Dokaz. Naj bo e idempotent v A in naj bo z, z € H(A). Potem je

(x —ze) - ez =0, (4.31)

ze- (z—ez) =0.
Najprej predpostavimo, da je e = ey € . Po (Dyb) je

Dy(x — xey)erz + e(k,xer)(xz — xe1)Dy(e12) = 0,
Dy (ze1)(z — e12) + €(k,zer)xe1 Di(z — e12) = 0.

Iz tega sledi, da je
Dy(ze1)z + €(k,xzer)xe1 Di(z) = Di(x)e1z + e(k, x)x Dy (e1()32)

za vse z,z € H(A) in e; € &;.

Naj bo sedaj e = e; + ¢4 € A idempotent, kjer sta e; € & in
eg € &g, g € G. Po (4.31), (Dgb) in (4.32) sledi, da je

Dy(zey)z + €(k, xeq)xegDy(2) = Di(x)eqgz + €(k, x)xDy(eg2)
za vse x,z € H(A) in ey € &, g € G. S tem smo pokazali, da je
Dy(ze)z + e(k,xe)reDy(z) = Dy(x)ez + e(k, x)x Dy (ez)(4.33)
za vse z,z € H(A) in e € H(E). Naj bo

T ={r € H(A) | Dx(zr)z + e(k,zr)xrD(z)
= Dy(z)rz + e(k,x)xDy(rz) za vse z,z € H(A)}.
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Zar,r' € Tinx,ze H(A) je

Dy (zrr’)z = Dy(zr)r'z + e(k, xr)zr Dy (r'z) — e(k, xrr’)zrr’ Dy (2)
= Dy(z)rr'z + e(k, x)x Dy (rr'2) — e(k, zrr’)axrr’ Dy(2).

S tem smo pokazali, da je rr’ € T. Kerje H(E) C T,je H(R) C T.
S tem smo pokazali (4.29).

Naj bodo v € H(Z) in z,y, 2z, w,w’,w"” € H(A). Potem je
wzz, wuz, w'w'v € H(Z) C H(R)
po lemi 4.3. Glede na (4.29) je

ww'w” Dy (uzzy) =

= e(w”, k)ww Dy (w"uzx)y + e(k, uzz)ww w”uzz D (y)

e(w”, k)ww' Dy (w"uzzy = e(w”, k)w(e(w', k) Dy, (w'w"uz)x
e(k, w"uz)w'w"uzDy(z) — e(w', k) Dy (w)w"uzz)y

e(k, uzx)ww' w"uze Dy (y) — e(w”, k)ww' Dy (w” )uzxy

= e(w"w', k)(e(w, k) Dy (ww'w"u)z + e(k, w'w"u)ww w"uDy(2)
— e(w, k)Dk( Jw'w'uz)wy + e(k, uz)ww'w’uz Dy (x)y

— e(w"w', k)wDg (w ) w"uzzy + e(k, uzz)ww'w"uzz D (y)

— e(w”, k)ww' Dy (w" )uzzy.

Po drugi strani pa upostevajmo, da je uz,w”u € H(R). Torej je

ww'w” Dy, (uzzy) =

= e(w”, k)ww' Dy(w"uz)zy + e(k, uz)ww'w"uz Dy (zy)

— e(w”, k)ww Dp(w"uzay = e(w”, k)w(e(w’, k) Dy (w'w"u)z
+ (b, w"u)w'w"uDy(2) — e(w', k) Dy (w)w" uz)zy

+ €(k, uz)ww' w"uz D (xy) — e(w”, k)ww' Dy (w” )uzzy.

Primerjajmo obe identiteti in pigimo ¢ = w'w”u. Sledi

e(k, wtz)wtz(Dy(vy) — Di(v)y — €(k, 2)x Dy (y))
= (Dg(wt) — D (w)t — e(k, w)wDy(t))zzy

zavset € H(A?T),z,y, z,w € H(A). S tem je dokaz zakljuéen. [
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Ko je A =R, lahko (4.29) zapiSemo kot
Di(wy)z + e(k, zy)ry Dy (2) = Di(2)yz + e(k, 2)x Dy (y£)-34)

zavse x,y, z € H(A). Oznacimo Z(M) = {m € H(M) | e(k,z)xm
= ma za vsak z € H(A)}. Ce je k = 1, potem je Z(M) dejansko
center od M. Naslednja posledica je posplositev posledice 4.11.
Posledica 4.22. Ce je R = A, potem Dy, : A — M zadosca
enakosti (/.34). Velja Se veé, ée A in M wvsebujeta enoto, potem
je A = Di(1) € Z(M) in obstaja tako e-odvajanje Dy : A — M
stopnje k, da je Dy(x) = Di(z) + Az za vsak x € H(A).

Dokaz. Naj bo x =z = 1. Po (4.34) je e(k,y)yDr(1) = Di(1)y za
vsak y € H(A). Torej je A = Di(1) € Z(M). Nadalje v anakost
(4.34) pisimo z = 1. Potem je

Dj:x— Di(z) — \x

e-odvajanje stopnje k. Namrec,

Di(zy) = Dy(xy) — Azy

= Di(2)y + e(k, )z Dy (y) — 2Azy
= Di(x)y — Axy + e(k,x)x Dy (y) — Ay
= Di(x)y + e(k,z)x(Dy(y) — A\y)
= Dj(z)y + e(k, z)zD;(y)
za vsak x,y € H(A). Dokaz je koncan. O

Posledica 4.23. Naj bo A gradirana praalgebra z netrivialnim
idempotentom v A1 in naj bo Dy, : A — A taka ®-linearna pre-
slikava, da velja (Dpb) in Dy(A;) C Ay, i € G. Ce A vsebuge
enoto, potem je A = Di(1) € Z(A) in 0x(x,y) = —Di(1)zy za vse
z,y € A.

Dokaz. Glede na predpostavke vidimo, da velja (4.30) in A%Z # 0.
Namreé, ¢e je A%Z = 0, potem mora biti Z = 0, saj je A gradirana
praalgebra. Ker pa A vsebuje netrivialni centralni idempotent v

Ay, sledi, da je Z # 0.
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Naj bosta sedaj w € H(A) in t € H(A?T) taka elementa, da je
wt # 0. Pomnozimo enakost (4.30) na desni strani z r € H(A).
Potem dobimo

e(k, wtz)wtzoy (z,y)r = o (w, t)zayr.
Po drugi strani pa je

e(k, wtz)wtzoy (z,yr) = o (w, t)zayr.
Ce primerjamo dobljeni enakosti, sledi

e(k,wtz)wtz (0 (x,y)r — o (z,yr)) =0

zavse z,x,y,r € H(A). Ker je A gradirana praalgebra in je wt # 0,
velja
5k(w7 y)?" = 5k(w7 yT)

za vse z,y,r € H(A). Torej je
Dy(xyr) = Dy(zy)r — e(k, 2)x(Dg(y)r — d(yr))
za vse x,y,r € H(A). Vstavimo y = 1 v identiteto in dobimo
Ok(x,r) = —€(k,z)zDi(1)r
za vsaka x,r € H(A). Torej lahko (4.30) zapiSemo kot
e(k,tzx)wtzed(1l)y = wd(1)tzzy

za vse x,7, z,w € H(A) in t € H(A?T). Ponovno upostevajmo, da
je A gradirana praalgebra. Torej je

€(k,tzx)tzeDy (1) = Di(1)tzx
za vse x,z,w € H(A) in t € H(A?T). Naj bo x = 2z = 1. Potem je
e(k,t)tD(1) = Dy(1)t
za vsak t € H(A%T). Posebej velja

e(k, zya)xyaDy (1) = Di(1)zya
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zavse z,y € H(A) ina e H(Z). Cejex =y =1, je
e(k,a)aDy(1) = Dr(1)a
za vsak a € H(Z). Opazimo, da je
€(k,a)aDy(1)x = Di(1)ax
za vsak x € H(A). Po drugi strani pa je
€(k,ax)axDy (1) = Di(1)ax
za vsak z € H(A). Ce primerjajmo obe identiteti, vidimo, da je
€(k,a)a(Dg(1)x — e(k,z)xDy(1)) =0
za vsak x € H(A) in a € H(Z). Torej je
aA(Dg(1)x — e(k,x)xDr(1)) =0
za vsak € H(A) in a € H(Z). Ker je A gradirana praalgebra, je
e(k,z)xDy(1) = Dx(1)x

za vsak x € H(A). Torej je Di(1) € Z(A). S tem je dokaz zaklju-
cen. O
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na superalgebri M,(C)

V tem poglavju se bomo posvetili 2-lokalnim superodvajanjem. Po-
dali bomo nekaj osnovnih definicij in primerov ter pokazali, da je
vsako 2-lokalno superodvajanje na asociativni superalgebri M,,(C)
superodvajanje.

Za zacCetek ponovimo nekaj osnovnih definicij. Naj bo torej A aso-
ciativna algebra nad poljem ®. V nadaljevanju bomo s simbo-
lom § oznacevali lokalno odvajanje. Spomnimo, da je preslikava
6 : A — A lokalno odvajanje, ¢e za vsak element a € A obstaja
tako odvajanje 6, : A — A, da velja §(a) = d4(a). Pri tem je
potrebno poudariti, da je odvajanje §, odvisno od elementa a. Ce
sta torej aj in as dva razlicna elementa iz algebre A, potem sta
odvajanji d,, in d4, lahko razli¢ni, ni pa nujno. Podobno defini-
ramo tudi lokalne avtomorfizme. Torej, preslikava ¢ : A — A se
imenuje lokalni avtomorfizem, ¢e za vsak element a € A obstaja
tak avtomorfizem ¢, : A — A, da velja ¢(a) = ¢4(a).

Lokalna odvajanja in lokalni avtomorfizmi so bili prvi¢ predsta-
vljeni v Kadisonovem ¢lanku [38] ter v ¢lanku, ki sta ga napisala
Larson in Sourour [/1]. Pri tem so avtorji predpostavljali, da so
opisane preslikave tudi linearne. V ¢lanku [11] sta Larson in So-
urour dokazala, da je vsako lokalno odvajanje na B(X) odvajanje,
kjer B(X) oznacuje algebro vseh omejenih linearnih operatorjev
na Banachovem prostoru X. Ce je X mneskon¢no dimenzionalen
prostor, potem je vsak surjektiven lokalen avtomorfizem na B(X)
avtomorfizem [11]. Pri tem velja enak rezultat brez predpostavke
o surjektivnosti za separabilne Hilbertove prostore X, kar sta do-
kazala Bresar in Semrl [11, 12].

Se enkrat poudarimo, da zgornji rezultati veljajo samo v primeru,
ko so lokalne preslikave linearne. Naj bo sedaj A Banachova algebra
z enoto I in f : A — C preslikava (ne nujno linearna), za katero
velja, da je f(I) = 1. Predpostavimo, da za vsak par a,b € A
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obstaja tak multiplikativen linearen funkcional fq; na A, da je
fla) = fap(a) in f(b) = fap(b). Potem je preslikava f linearna in
multiplikativna, kar sta dokazala Kowalski in Slodkowski [39]. Prav
ta rezultat pa je bil povod za naslednji dve definiciji, ki ju je prvi¢
predstavil Semrl [53].

Definicija 5.1. Preslikava 6 : A — A se imenuje 2-lokalno odva-
janje, ce za vsak par a,b € A obstaja tako odvajanje 043 : A — A,
da velja 6(a) = dgp(a) in 5(b) = 04(b).

Definicija 5.2. Preslikava ¢ : A — A se imenuje 2-lokalni avto-
morfizem, ce za vsak par a,b € A obstaja tak avtomorfizem ¢qy :

A — A; da Uelja qb(a) = qba,b(a) in qb(b) = ¢a,b(b)'

Pri obeh definicijah je potrebno poudariti, da ne predpostavljamo
linearnosti preslikav. Podobno kot pri lokalnih odvajanjih (oz. lo-
kalnih avtomorfizmih) je odvajanje (oz. avtomorfizem) d, odvisen
od para (a,b). Za dva razli¢na para (ai,b1) in (ag,by) sta lahko
odvajanji (oz. avtomorfizma) 4, p, in g, p, razliéna, ni pa nujno.

Ce je H separabilen Hilbertov prostor, potem je vsako 2-lokalno od-
vajanje na B(H) odvajanje. Podobno, vsak 2-lokalni avtomorfizem
na B(H) je avtomati¢no avtomorfizem. Za neskon¢no dimenzio-
nalne prostore H je ta dva rezultata dokazal Semrl [53]. V nadalje-
vanju bomo dokazali, da podobna rezultata veljata tudi v primeru
superalgeber.

Naj bo sedaj A asociativna superalgebra in ¢ = 0 ali i = 1. Zapi-
§imo najprej definiciji 2-lokalnih superodvajanj in 2-lokalnih avto-
morfizmov.

Definicija 5.3. Preslikava 6 : A — A se imenuje 2-lokalno supe-
rodvajanje stopnje i, ce za vsak par elementov a,b € A obstaja tako
superodvajanje qp : A — A stopnje i, da velja 6(a) = 0q4p(a) in
5(b) = d4,5(b).

Definicija 5.4. Preslikava ¢ : A — A se imenuje 2-lokalni avto-
morfizem stopnje i, ée za vsak par elementov a,b € A obstaja tak
avtomorfizem ¢qp : A = A stopnje i, da velja ¢p(a) = ¢gp(a) in
¢(b) = qba,b(b)'

Podobno kot zgoraj je preslikava ¢, odvisna od elementov a in
b. Omenimo Se, da je vsak 2-lokalni superavtomorfizem na asocia-
tivni superalgebri A pravzaprav 2-lokalni avtomorfizem na algebri
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A. Torej je tudi vsak 2-lokalni superavtomorfizem na B(H) avto-
mati¢no superavtomorfizem. Tukaj seveda H oznacuje kon¢no ali
neskon¢no dimenzionalen separabilen Hilbertov prostor.

5.1 2-lokalna superodvajanja na M, (C)

Kot dosedaj naj M, (C) oznacuje algebro vseh n x n matrik nad
poljem kompleksnih Stevil. Znano je, da je vsako odvajanje ¢ na
M, (C) notranje. To pomeni, da obstaja taka fiksna kompleksna
matrika 7', da je 6(A) = [T, A] za vsak A € M, (C). Naslednji izrek
bo pokazal, da enako velja za superalgebro M, (C).

Izrek 5.5. Naj bo § superodvajanje stopnje 1 na superalgebri A =
M, (C). Potem obstaja tak T € Ay, da je 6(A) = [T, A]s za vse
Ac A

V dokazu bomo z E;; oznacevali matrike, ki imajo na mestu (3, j)
enico, vsepovsod drugod pa nicle.

Dokaz. Naj bo 6 : A — A superodvajanje stopnje 1 in naj bo D C
M,,(C) superalgebra, generirana z matrikami {E;; }? ;. Mnozica D
je Abelova von Neumannova algebra in D C Ag. Torej je omejitev
preslikave § na algebro D odvajanje iz D v A. Iz tega sledi |14,
Lemma 10.7]|, da obstaja tak T' € A, da je 6(D) = [T, D] za vse
D € D. Ce zapisemo T = To+T7, kjer je Ty € Ao in T} € A, potem
je (D) = [Ty + Th, D] = [Ty, D] + [T1, D]. Glede na predpostavko,
da je §(Ap) C Ay, je 6(D) € Ay zavse D € D. Torej je [Ty, D] =0
zavse D € D.

Naj bo sedaj 6 : A — A preslikava, definirana s predpisom

5(A) = 5(A) - [Tla A]S7 Ae A
Ni tezko videti, da je & superodvajanje stopnje 1. Poleg tega je
5(D) = 0 za vse D € D. Torej je tudi §(E;) = 0,47 =1,2,...,n.

V nadaljevanju bom pokazali, da je 6(A) = 0 za vse elemente

AGAo@Al.

Naj bosta ¢, 7 razli¢ni naravni Stevili. Potem je

6(Eij) = 0(EyEijEjj) = Eyid(Eyj)Ejj = AEjj (5.1)
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za neko kompleksno Stevilo A. Poleg tega Ze vemo, da je 6(Ag) C
A1, 8(A1) C A in Ej; € H(A). 1z vsega tega sledi, da je (E;;) = 0
zavsei,j € {1,2,...,n}.

Naj bo sedaj A = [a;j] € A poljubna kompleksna matrika. Potem

lahko zapiSemo
A = Z aijEij.
Z?]e{lvzvvn}

Ker je § linearna preslikava, je

5(A) = Y ayd(Ey) =0,

i7j€{1727"'7n}

S tem je dokaz koncan. O

ZapiSimo Se posledico zgornjega rezultata.

Posledica 5.6. Naj bo § superodvajanje na superalgebri
A = M, (C).

Potem obstaja tak T =Ty + Ty € Ao ® Ay, da je §(A) = [T, Als za
vsak A € A.

Dokaz. Vsako superodvajanje § : A — A lahko zapiSemo kot
0 = dp + 61, kjer je dg superodvajanje stopnje 0 in §; superod-
vajanje stopnje 1. Prav tako vemo, da je &g pravzaprav odvajanje
na M, (C), za katero velja do(Ag) C Ag in dp(A;) C A;. Torej ob-
staja tak Tp € Ag, da je do(A) = [Tp, A] za vsak A € A. Prav tako
po zgornjem izreku obstaja tak T € Ay, da je 01(A) = [T1, A]s za
vsak A € A. Torej obstaja taka matrika T' = Ty + 171 € Ag ® Ay,
da je §(A) = [T, A]s za vsak A € A. O
Izrek 5.7. Naj bo A = M, (C) superalgebra. Potem je vsako 2-
lokalno superodvajanje stopnje 1 na A superodvajanje stopnje 1.

Dokaz. Naj bo 6 : A — A 2-lokalno superodvajanje stopnje 1.
Oznagimo

n
1
N=>" 5 i € My (C).
i=1
Brez izgube za splognost lahko predpostavimo, da je §(N) = 0. Pri
tem preslikavo § zamenjamo s preslikavo 6 — dn,7, ¢e je seveda to
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potrebno (tukaj dn,; oznacuje superodvajanje na superalgebri A
stopnje 1, odvisno od matrike N in identi¢ne matrike I'). Po izreku
5.5 za vsako matriko A € M,,(C) obstaja taka matrika 7" € A;, da
je

6(A) = on,a(A) = [T, Als.

Pri tem je seveda matrika T odvisna od N in A. Poleg tega velja
d(N)=0na(N)=[T,N]=0.

Iz tega sledi, da je
n
T =Y M\E;
i=1

za neka kompleksna Stevila A\;, i = 1,2,... n. Torej je T € Ap. Ker
jeT € AgN Ay, je T =01in 6(A) =0 za vse matrike A € Ay A;.
S tem je dokaz izreka koncan. O

Vemo Ze, da je vsako 2-lokalno superodvajanje dg na superalgebri
A = M, (C) stopnje 0 pravzaprav 2-lokalno odvajanje na M, (C).
Prav tako velja dp(Ag) C Ap in dp(A1) C A;p. Iz tega sledi, da je
vsako 2-lokalno superodvajanje na M, (C) stopnje 0 avtomati¢no
superodvajanje stopnje 0. Ce upostevamo ge zgornji izrek in dej-
stvo, da lahko vsako 2-lokalno superodvajanje ¢ : A — A zapiSemo
kot & = dp+41, kjer je dg 2-lokalno superodvajanje na A stopnje 0 in
01 2-lokalno superodvajanje na A stopnje 1, potem velja naslednja
posledica.

Posledica 5.8. Vsako 2-lokalno superodvajanje na superalgebri
M,,(C) je superodvajanje.
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